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resumo 
 
 
A dissertação consiste no estudo das séries de Lagrange-Bürmann e na 
generalização da série de Bürmann, presentes na Memória “Sobre o 
desenvolvimento das funcções em série”, do Matemático Francisco Gomes 
Teixeira, nos seus aspectos histórico e matemático. 
Inicia-se o trabalho com uma breve apresentação da estrutura da Memória, 
dando especial ênfase ao conteúdo matemático desenvolvido em cada um dos 
capítulos e aos autores neles referenciados. 
A nível matemático apresenta-se uma complementação ao estudo realizado 
por Gomes Teixeira na dedução da série de Bürmann, ao modo como esta 
compreende a série de Taylor e a de Lagrange e aplicações da série de 
Bürmann. Em seguida, estuda-se um novo desenvolvimento em série, que 
constitui o conteúdo do Teorema de Teixeira, e como este compreende a série 
de Bürmann, a de Taylor, a de Lagrange e a de Laurent. 
A nível histórico analisa-se a simbologia e a nomenclatura utilizada por Gomes 
Teixeira e revela-se o seu contributo na dinamização do clima matemático 
português. 
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abstract 
 
This thesis consists of study of the Lagrange-Bürmann series and of the 
generalization of the Bürmann series found in the article "Sobre o 
desenvolvimento das funcções em série", written by the mathematician 
Francisco Gomes Teixeira. The thesis focusses particularly on its historical and 
mathematical aspects. 
The work starts with a brief presentation of the structure of the article, giving 
special emphasis both to the mathematical contents developed in each of the 
chapters and to the authors mentioned. 
On the mathematical level, an enhancement is presented to the study made by 
Gomes Teixeira on the deduction of the Bürmann series, on the way it 
comprehends Taylor and Lagrange series and also on the applications of the 
Bürmann series. Then, a new series development which constitutes the 
contents of Teixeira's Theorem is studied as well as the way it incorporates 
Bürmann, Taylor, Lagrange and Laurent series. 
On a historical level, the symbolism and terminology used by Gomes Teixeira is 
analyzed and their contribution to the dynamization of the mathematical culture 
in Portugal is revealed. 
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Introduc¸a˜o
Um dos trabalhos nota´veis de Francisco Gomes Teixeira e´ a Memo´ria “Sobre o desenvolvi-
mento das funcc¸o˜es em se´rie”, publicada em 1897 pela Real Academia de sciencias exactas,
physicas e naturaes de Madrid1. Os textos presentes na Memo´ria constituem o cap´ıtulo I do
primeiro volume das Obras sobre Mathematica[14] de Gomes Teixeira publicadas por ordem
do governo portugueˆs em 1904.
O objectivo do nosso trabalho consiste na ana´lise desta Memo´ria em particular do cap´ıtulo
VI nos seus aspectos histo´rico e matema´tico. A nossa escolha prende-se com o interesse
histo´rico da obra e com a revelac¸a˜o na mesma, do conhecimento profundo que Gomes Teixei-
ra tinha na a´rea do desenvolvimento de func¸o˜es em se´ries, bem como das suas contribuic¸o˜es
pessoais importantes e inovadoras na a´rea das se´ries. Segundo Alves (2004) nas va´rias
edic¸o˜es do Curso Calculo Differencial pode verificar-se que a abordagem aos temas, as re-
fereˆncias bibliogra´ficas e histo´ricas sa˜o cada vez mais completas demonstrando assim, que
Gomes Teixeira foi investigando, aprofundando e actualizando o seu conhecimento sobre
se´ries. Tambe´m o nu´mero de publicac¸o˜es sobre se´ries em revistas internacionais revela o seu
vasto conhecimento desta mate´ria.
Pretendemos dar um contributo substancial para o estudo detalhado e aprofundado da
obra matema´tica de Gomes Teixeira, que ate´ ao momento se centrou em Portugal quase
exclusivamente na ana´lise dos seus manuais e da sua obra na a´rea da geometria e da geometria
diferencial.
A Memo´ria elaborada por Gomes Teixeira tinha como objectivo responder a um concurso
aberto pela Secc´ıon de Ciencias Exactas da Academia Real das Ciencias de Madrid, subor-
dinado ao tema “Exposicio´n razonada y meto´dica de los desarrollos en serie de las funciones
matema´ticas. Teor´ıa general de los mismos. Significacio´n de las llamadas series diverfentes.
Investigacio´n de una serie t´ıpica, de la cual, a´ ser posible, se deriven como casos particulares
1Memorias da la Real Academia de ciencias exactas, fisicas e naturales de Madrid,1897, tomo XVIII, parte
I.
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las series de mayor importancia y uso en ana´lisis, como las de Taylor, Lagrange y cualquiera
otra ana´loga”.
Neste concurso concorreram duas Memo´rias ano´nimas, uma escrita em castelhano respon-
dendo a`s exigeˆncias do regulamento do concurso e outra em portugueˆs. Este facto exclu´ıa o
trabalho escrito em portugueˆs. No entanto, a Academia decidiu examinar o trabalho, ficando
o parecer a cargo do acade´mico Becerra. Este propoˆs a` Academia a impressa˜o do trabalho
na Colecc¸a˜o das suas Memo´rias por ser uma interessante produc¸a˜o cient´ıfica e a entrega de
duzentos exemplares impressos ao autor em sinal de honrosa e merecida estima. “A Academia
aceitou esta proposta da Secc´ıon de Ciencias Exactas, em sessa˜o de 29 de Maio. Aberto o
envelope, ate´ enta˜o fechado, que acompanhava a Memo´ria, a Academia verificou que o autor
da mesma era o distinguido matema´tico lusitano, Director de la Escuela Polite´cnica de Porto,
nuestro Corresponsal D. Francisco Gomes Teixeira”(Alves, 2004, pp.537,538).
Podemos constatar que nas Obras sobre Mathematica[14] o trabalho de Gomes Teixeira e´
considerado como tendo sido premiado e intitula-se como “Memoria premiada e publicada pela
Real Academia de Sciencias exactas, physicas e naturaes de Madrid”, no entanto no Cata´logo
de Publicac¸o˜es da Real Academia de Cieˆncias na˜o ha´ qualquer refereˆncia ao facto deste ter
sido premiado e intitula-se “Sobre o desenvolvimiento de fundac¸oes em se´rie. F. GOMES
TEIXEIRA”.2 Na capa do tomo XVIII das Memorias de la Real Academia de Ciencias
Exactas F´ısicas y Naturales, 1897, onde foi publicada a Memo´ria de Gomes Teixeira e na
recensa˜o escrita no Jahrbuch3 pode ler-se “Sobre o desenvolvimento das funcc¸o˜es em se´rie.
Memoria premiada, fuera de concurso...”.
Nesta Memo´ria, Gomes Teixeira estuda as principais demonstrac¸o˜es da fo´rmula de Tay-
lor e da fo´rmula de Laurent. Deduz a se´rie de Bu¨rmann e apresenta aplicac¸o˜es da mesma.
Mostra-nos que a se´rie de Bu¨rmann, a de Lagrange, a de Taylor e a de Laurent sa˜o casos par-
ticulares de um desenvolvimento em se´rie ordenada segundo as poteˆncias inteiras, positivas e
negativas de uma func¸a˜o dada, o que constitui o Teorema de Teixeira. Paralelamente ao de-
senvolvimento matema´tico, Gomes Teixeira apresenta refereˆncias histo´ricas pormenorizadas,
refere os matema´ticos que estudaram os temas e a respectiva obra de publicac¸a˜o.
A n´ıvel matema´tico, propomo-nos estudar pormenorizadamente os textos de Gomes Tei-
xeira, presentes no cap´ıtulo VI, incluindo complementac¸o˜es ao seu trabalho, identificac¸a˜o de
incorrecc¸o˜es que sera˜o confirmadas a partir da digitalizac¸a˜o do texto presente no cap´ıtulo I
2http://www.rac.es
3http://emis.de/cgi-bin/jfmen/MATH/JFM/quick.html
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da obra [14] e representac¸o˜es gra´ficas com recurso ao programa “Mupad”. A n´ıvel histo´rico,
pretendemos analisar as refereˆncias bibliogra´ficas presentes na Memo´ria, a simbologia e a
nomenclatura utilizada por Gomes Teixeira e tambe´m o seu contributo na dinamizac¸a˜o do
clima matema´tico portugueˆs.
Para tornar precisa e inequ´ıvoca a nossa complementac¸a˜o, todas as transcric¸o˜es dos textos
de Gomes Teixeira comec¸am por ser referenciadas por (GT) e va˜o ser inseridas em bloco
separadas do texto e em linhas retra´ıdas sem aspas e em ita´lico. E sempre que na nossa
demonstrac¸a˜o constem fo´rmulas da obra de Gomes Teixeira sera˜o referenciadas por (GT).
Iniciamos o nosso trabalho com a apresentac¸a˜o gene´rica da estrutura da Memo´ria dando
eˆnfase ao conteu´do matema´tico desenvolvido em cada um dos cap´ıtulos e aos autores refe-
renciados. Neste cap´ıtulo inclu´ımos um levantamento da evoluc¸a˜o cient´ıfica do tema: De-
senvolvimento de func¸o˜es em se´rie, indicando autor, respectiva obra e ano de publicac¸a˜o, a
fim de proporcionarmos ao leitor um conhecimento global do tema. Salientamos tambe´m as
diferenc¸as entre o texto original e o texto inserido nas Obras sobre Matema´tica[14].
No cap´ıtulo II expomos a deduc¸a˜o da se´rie de Bu¨rmann que representa o desenvolvimento
das func¸o˜es em se´rie ordenada segundo as poteˆncias inteiras e positivas de uma func¸a˜o dada. A
partir desta se´rie obtemos a se´rie de Lagrange e a se´rie de Taylor. Em seguida, apresentamos
dois exemplos de aplicac¸a˜o da se´rie de Bu¨rmann que sa˜o contributos de Gomes Teixeira.
No cap´ıtulo III demonstramos o Teorema de Teixeira, por ele definido como sendo uma
fo´rmula que julga ser nova, que representa o desenvolvimento das func¸o˜es em se´rie ordenada
segundo as poteˆncias inteiras, positivas e negativas de uma func¸a˜o dada. De forma por-
menorizada explicamos que este compreende a se´rie de Bu¨rmann, a de Lagrange, a de Taylor
e de Laurent.
No cap´ıtulo IV revelamos a acc¸a˜o de Gomes Teixeira na dinamizac¸a˜o do clima matema´tico
portugueˆs. Comec¸amos por analisar a sua vasta bibliografia, a fundac¸a˜o da primeira revista
portuguesa dedicada a` Matema´tica, o Jornal de Scieˆncias Matema´ticas e Astrono´micas, a
criac¸a˜o dos Annaes Scientificos da Academia Polite´cnica do Porto e as recenso˜es escritas
no Jahrbuch u¨ber die Fortschritte der Mathematik), publicado em Berlim a partir de 1868
pela editora Georg Reimer, complementadas com as recenso˜es escritas no Zentralblatt MATH.
Deste modo, comprovamos que Gomes Teixeira foi de facto um matema´tico que se preocupou
de forma sistema´tica e decisiva na divulgac¸a˜o da matema´tica portuguesa no estrangeiro.
Por fim apresentamos definic¸o˜es e teoremas com base em Carreira e Na´poles(1997) que
serviram de suporte teo´rico para a compreensa˜o do texto em estudo.
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Cap´ıtulo 1
A Memo´ria de Gomes Teixeira
Sobre o desenvolvimento das
funcc¸o˜es em se´rie
Segundo Alves (2004) Gomes Teixeira revelou na Memo´ria “Sobre o desenvolvimento
das funcc¸o˜es em se´rie” “um conhecimento cient´ıfico e histo´rico do tema”(p.534). Este vasto
conhecimento foi baseado numa detalhada e extensa refereˆncia bibliogra´fica alicerc¸ada em
pilares de fontes originais. A Memo´ria e´ constitu´ıda por seis cap´ıtulos dos quais o cap´ıtulo
VI foi objecto do nosso estudo, inseridos na obra [14], publicadas, em 1904, por ordem do
governo portugueˆs.
A tabela que a seguir apresentamos da´-nos uma s´ıntese do conteu´do matema´tico desen-
volvido em cada um dos cap´ıtulos patentes na Memo´ria bem como os autores referenciados.
Nos cap´ıtulos I, II, III, IV e V sa˜o apresentadas as principais demonstrac¸o˜es conhecidas da
se´rie de Taylor e da se´rie de Laurent e a par deste desenvolvimento teo´rico, Gomes Teixeira
incluiu textos sobre a evoluc¸a˜o histo´rica dos diferentes me´todos. O seu indubita´vel interesse
pela Histo´ria da Matema´tica fez com que no final do cap´ıtulo I da obra [14] referenciasse
outras demonstrac¸o˜es das mesmas fo´rmulas, o que na˜o se encontra patente na Memo´ria.
No cap´ıtulo VI Gomes Teixeira demonstra, generaliza e apresenta aplicac¸o˜es da se´rie de
Bu¨rmann.
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Cap´ıtulo Conteu´do Autores
I Estudo da se´rie de Taylor no caso das func¸o˜es Gregory, Mercator,
de varia´veis reais. O me´todo apresentado por Newton, Taylor,
J. Bernoulli e Taylor e complementado por Lagrange Joa˜o Bernoulli, Euler,
e Cauchy, para o desenvolvimento das func¸o˜es de Cauchy, Pringsheim,
varia´veis reais. E. Pascal, Maclaurin,
Lagrange, Schlo¨milch,
Roche, Peano
H. Cox e F.G. Teixeira
II Estudo da se´rie de Taylor no caso das func¸o˜es Cauchy, Mansion,
de varia´veis complexas. Me´todo esboc¸ado por Darboux e Abel
Cauchy e complementado por Darboux.
III Continuac¸a˜o do estudo da se´rie de Taylor Cauchy, A. R. Forsyth
no caso das func¸o˜es de varia´veis complexas. e Laurent
Me´todo de Cauchy.
IV Continuac¸a˜o do estudo da se´rie de Taylor Riemann, Picard
no caso das func¸o˜es de varia´veis complexas. e G. Green
Me´todo de Riemann.
V Continuac¸a˜o do estudo da se´rie de Taylor Weierstrass e
e de Laurent no caso das func¸o˜es de varia´veis Mittag-Leffler
complexas. Me´todo de Weierstrass e Mittag-Leffler.
VI Se´rie de Bu¨rmann. Se´rie de Lagrange. Bu¨rmann, Lagrange,
Generalizac¸a˜o da se´rie de Bu¨rmann. Laplace, Rouche´
e Gomes Teixeira
Tabela 1.1: Conteu´do matema´tico e autores referenciados na Memo´ria.
Realiza´mos um levantamento da evoluc¸a˜o cient´ıfica, dos diferentes conteu´dos presentes
na Memo´ria indicando autor, ano de publicac¸a˜o e obra e deste modo pretendemos apresentar
de forma detalhada as fontes originais.
No caso das func¸o˜es de varia´veis reais, Gregory e Mercator apresentaram os primeiros de-
senvolvimentos de func¸o˜es em se´rie ordenada segundo as poteˆncias de uma varia´vel. Gregory
deu o desenvolvimento de arctanx e Mercator de log(1 + x). Os seus trabalhos foram publi-
cados em 1668 nas obras Exercitationes geometricae e Logarithmotechnia, respectivamente.
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Newton, em 1676 nas suas cartas a Leibniz, apresentou o desenvolvimento em se´rie do
bino´mio, do seno, do coseno e da exponencial.
Joa˜o Bernoulli foi o primeiro matema´tico a apresentar uma fo´rmula geral para o desen-
volvimento das func¸o˜es em se´rie, publicada em 1694 nas Acta eruditorum.
A se´rie de Joa˜o Bernoulli na˜o era ordenada segundo as poteˆncias da varia´vel. Taylor foi o
primeiro matema´tico a apresentar uma fo´rmula que representa o desenvolvimento das func¸o˜es
em se´rie ordenada segundo as poteˆncias de uma varia´vel, mas na˜o apresentou as condic¸o˜es
para que este desenvolvimento fosse convergente. Deduziu a fo´rmula a partir da teoria das
diferenc¸as finitas. O seu trabalho foi publicado em 1715 no seu Methodus incrementorum. O
desenvolvimento desta fo´rmula foi dado por Euler nas suas Institutiones calculi differentialis.
Maclaurin apresentou outra demonstrac¸a˜o da fo´rmula de Taylor. O seu trabalho foi
publicado em 1742 no seu Treatise of Fluxions. A fo´rmula de Maclaurin e´ um caso particular
da fo´rmula de Taylor.
Lagrange tambe´m demonstrou a fo´rmula de Taylor. O seu trabalho foi publicado em
1772 numa Memo´ria apresentada a` Academia de Sciencias de Berlim (Oeuvres, t.III, p.441).
Lagrange foi o primeiro matema´tico a reconhecer a importaˆncia da fo´rmula de Taylor na
Ana´lise e realizou os primeiros estudos das condic¸o˜es para o desenvolvimento das func¸o˜es pela
se´rie de Taylor. Datada de 1797 na The´orie des fonctions analytiques faz parte integrante
uma fo´rmula e a respectiva expressa˜o do resto.
f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) + ...+
hn−1
1 · 2...(n− 1)f
(n−1)(x) +Rn (1.0.1)
Rn =
hn
1 · 2...nf
(n)(x+ θh) (1.0.2)
em que θ representa uma func¸a˜o desconhecida de n, cujo valor esta´ compreendido entre 0 e
1. Quando Rn → 0 e n→∞ obte´m-se a fo´rmula de Taylor.
A fo´rmula apresentada anteriormente foi demonstrada por dois me´todos. O primeiro
me´todo publicado na The´orie des functions analytiques (Oeuvres, t. IX, p.69) e o segundo
me´todo, fundado no teorema de ca´lculo diferencial, publicado nas suas Lec¸ons sur le calcul
des fonctions(Oeuvres, t. X, p. 85).
Cauchy apresentou uma nova demonstrac¸a˜o para as fo´rmulas (1.0.1) e (1.0.2), publicada
em 1826 nos seus Exercices de Mathe´matiques (Oeuvres, t.VI da 2.a se´rie). Tomou como
ponto de partida um caso particular das mesmas fo´rmulas e apresentou uma nova expressa˜o
do resto mais pro´pria para o estudo do desenvolvimento em se´rie de algumas func¸o˜es.
Rn =
hn(1− θ)n−1
1 · 2...n f
(n)(x+ θh) (1.0.3)
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A fo´rmula (1.0.3) foi analisada por Pringsheim e publicada em Mathematische Annalen,
t. XLIV.
E. Pascal analisou a expressa˜o do resto de Cauchy. O seu trabalho foi publicado em 1895
na Rivista di Matematica.
Schlo¨milch apresentou uma expressa˜o geral do resto, tendo como casos particulares as
expresso˜es do resto devidas a Lagrange e Cauchy. O seu trabalho foi publicado em 1847-1848
no seu Handbuch der Differentialrechnung e mais tarde num artigo publicado no Journal de
Liouville (2.a se´rie, t.III).
Homersham Cox obteve a fo´rmula de Taylor a partir do Teorema de Rolle. O seu trabalho
foi publicado no t.VI do Cambridge and Dublin Mathematical Journal.
Gomes Teixeira apresentou uma fo´rmula muito geral que conte´m a fo´rmula de Taylor em
Sur une formule d’Analyse. Publicada nos Nouvelles Annales de Mathe´matiques. 3.a se´rie,
t.V.
A extensa˜o da fo´rmula de Taylor ao caso das func¸o˜es de varia´veis complexas foi feita pela
primeira vez por Cauchy por um processo elementar. Este foi publicado em 1829 nas suas
Lec¸ons de Calcul diffe´rentiel.
Manison utilizou a expressa˜o do resto obtida por Cauchy para achar o desenvolvimento
em se´rie de func¸o˜es elementares ex, (1 + x)m, log(1 + x). O seu trabalho foi publicado numa
Memo´ria em 1885 nos Annales de la Socie´te´ scientifique de Bruxelles. t.IX.
Uma expressa˜o do resto da se´rie de Taylor para o caso das func¸o˜es de varia´veis complexas,
mais simples do que a apresentada por Cauchy e que e´ uma extensa˜o das fo´rmulas (1.0.2) e
(1.0.3) foi demonstrada por Darboux. O seu trabalho foi publicado em 1876 no Journal de
Liouville (t. II da 3.a se´rie).
Manison apresentou de outra forma a expressa˜o do resto dada por Darboux. O seu
trabalho foi publicado em 1887 no seu Re´sume´ du Cours d’Analyse.
Cauchy apresentou um me´todo menos elementar para o estudo da se´rie de Taylor fundado
na teoria dos integrais curvil´ıneos. O seu trabalho foi publicado em 1825 na sua Me´moire sur
les inte´grales de´finies prises entre des limites imaginaires.
Cauchy a partir da fo´rmula de Taylor e da expressa˜o do resto deduziu um teorema apre-
sentado a` Academia de Turin. Publicado em 1831 na Me´moire sur le Calcul des re´sidus et
le Calcul des limites Exercices d’Analyse et de Physique mathe´matique, t.II, pag.50.
A. R. Forsyth em 1893 publicou Theory of Functions of a complex variable para um estudo
detalhado da theoria geral das func¸o˜es monogeneas.
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Laurent apresentou a sua se´rie a` Academia das Sciencias de Paris em 1843. Podem ser
consultados diversos modos de a obter em Comptes rendus, t. XVI.
Por um me´todo menos elementar, fundado na teoria das func¸o˜es harmo´nicas, Riemann
obteve a se´rie de Taylor . O seu trabalho foi publicado em 1851 em Grundlagen fu¨r eine
allgemeine Theorie der Functionen einer vara¨nderlichen complexen Grosse.
Para um estudo mais completo das func¸o˜es harmo´nicas, pode consultar-se a obra de
Picard, 1892, Traite´ d’Analyse, t.II.
Weierstrass apresentou e demonstrou um theorema que representa um papel importante
na theoria das func¸o˜es analyticas. O seu trabalho foi publicado em 1880 em Monatsbericht
der Ko¨n. Akademie der Wissenschaften zu Berlin.
Mittag-Leffler apresentou a demonstrac¸a˜o da se´rie de Laurent por meio das propriedades
das se´ries inteiras nas Memorias da Sociedade das Sciencias de Lie`ge (2.a se´rie, t.XI). e na
Acta mathematica, t.IV.
Weierstrass apresentou a demonstrac¸a˜o de um lema na sua Memoria sobre a theoria
das func¸o˜es inteiras, publicado em 1876 em Abhandlungen der Ko¨nigl. Akademie der Wis-
senschaften zu Berlin. Uma traduc¸a˜o francesa desta Memo´ria foi publicada nos Annales de
l’E´cole Normale Supe´rieure de Paris (2.a se´rie, t. VIII). Mittag-Leffler utilizou este lema
para demonstrar a se´rie de Laurent.
Sobre esta tema´tica, Gomes Teixeira apresenta outras demonstrac¸o˜es e refereˆncias bibli-
ogra´ficas no final do cap´ıtulo I designadas por Notas. Facto este, que distingue o cap´ıtulo I
inserido na obra [14] da Memo´ria.
Laplace deduziu a fo´rmula de Taylor aplicando sucessivamente o me´todo de integrac¸a˜o
por partes. O seu trabalho foi publicado em 1812 em The´orie analytique des probabilite´s
(Oeuvres, t.VII, p. 179).
Hatzidakis, professor da Universidade de Atenas, obteve a fo´rmula de Taylor a partir do
Teorema de Rolle. O seu trabalho foi publicado num artigo no Enseignement mathe´matique
t.II, p.448.
Koenig e Amigues deduziram a fo´rmula de Taylor a partir das propriedades elementares
da teoria das se´ries, publicada em 1874 nos Nouvelles Annales e publicada em 1880 nos
Nouvelles Annales, respectivamente.
Scheffer demonstrou o desenvolvimento em se´rie de Laurent num artigo publicado na Acta
Mathematica.
Pringsheim demonstrou a desenvolvimento em se´rie de Laurent a partir da noc¸a˜o de
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valor me´dio de uma func¸a˜o. O seu trabalho foi publicado em Sitzungsb. der Alcademie zu
Mu¨nchen(t.XXV e XXVI,1895 e 1896).
Ja´ no cap´ıtulo VI Gomes Teixeira demonstra a se´rie de Bu¨rmann e a partir desta obte´m
a se´rie de Lagrange.
Bu¨rmann apresentou a sua fo´rmula, que representa o desenvolvimento de uma func¸a˜o
em se´rie ordenada segundo as poteˆncias inteiras e positivas de uma func¸a˜o dada, em 1796 a`
Academia das Sciencias de Paris.
Joseph Louis Lagrange apresentou a sua fo´rmula, que representa o desenvolvimento de
uma func¸a˜o em se´rie ordenada segundo as poteˆncias inteiras e positivas de uma func¸a˜o dada, a`
Academia das Sciencias de Berlin. Foi publicada em 1770 na Nouvelle me´thode pour re´soudre
les e´quations lite´rales par le moyen des se´ries, Oeuvres, t.III.
Laplace obteve a fo´rmula de Lagrange a partir da se´rie de Maclaurin e foi publicada na
sua Mechanica celeste.
Lagrange e Laplace na˜o apresentaram as condic¸o˜es para que a se´rie de Lagrange seja
aplica´vel. Foi Cauchy o primeiro matema´tico a estudar a questa˜o da convergeˆncia da se´rie
de Lagrange, utilizando o me´todo que tinha aplicado no caso da se´rie de Taylor.
Rouche´ estuda a convergeˆncia da se´rie de Lagrange e o seu trabalho e´ publicado no Journal
de l’E´cole Polytechnique de Paris, cad.39.
Gomes Teixeira, apresenta o seu contributo ao trabalho cient´ıfico nesta Memo´ria tal como
afirma:
Em seguida faremos, nos numeros 61 e 62 uma applicac¸a˜o, que julgamos nova,
da mesma formula ao desenvolvimento das funcc¸o˜es em se´rie ordenada segundo
as potencias de sinx e a´ demonstrac¸a˜o de duas formulas devidas a Euler. Fi-
nalmente, para responder a´ ultima parte do programma proposto, daremos uma
formula, que da´ o desenvolvimento das funcc¸o˜es em se´rie ordenada segundo as
potencias inteiras, positivas e negativas, de uma funcc¸a˜o dada. Esta formula, que
julgamos nova e que estudamos nos numeros 64 e 65, comprehende a de Bu¨rmann,
e por tanto a de Taylor e Lagrange, e ainda a de Laurent ([14], Teixeira, 1904,
4).
A fo´rmula que representa o desenvolvimento das func¸o˜es em se´rie ordenada segundo as
poteˆncias inteiras, positivas e negativas, de uma func¸a˜o dada e que Gomes Teixeira julgou ser
nova e´ hoje designada por Teorema de Teixeira segundo E. T. Whittaker e G. N. Watson em
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“Teixeira’s Extended Form of Bu¨rmann’s Theorem.” no livro A Course in Modern Analysis
como exemplifica a seguinte figura.
Figura 1.1: Teorema de Teixeira
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Cap´ıtulo 2
Se´rie de Bu¨rmann e se´rie de
Lagrange no cap´ıtulo VI da
Memo´ria de Gomes Teixeira
Definimos como objectivo deste cap´ıtulo a ana´lise matema´tica e histo´rica da demonstrac¸a˜o
apresentada por Gomes Teixeira[14] da se´rie de Bu¨rmann, que representa o desenvolvimento
das func¸o˜es em se´rie ordenada segundo as poteˆncias inteiras e positivas de uma func¸a˜o dada
e o modo como a partir da mesma fo´rmula Gomes Teixeira obte´m a se´rie de Taylor e a se´rie
de Lagrange.
Para estudar o desenvolvimento de uma func¸a˜o, f(x), em se´rie ordenada segundo as
poteˆncias inteiras e positivas de uma func¸a˜o dada θ(x), isto e´, em se´rie da forma
f(x) = A0 +A1θ(x) +A2θ2(x) + ...+Anθn(x) + ...
e´ necessa´rio procurar as condic¸o˜es para que este desenvolvimento se verifique e tambe´m o
valor dos coeficientes A0, A1, ...
Em seguida analisamos exemplos de aplicac¸o˜es da se´rie de Bu¨rmann que sa˜o contribuic¸o˜es
pessoais de Gomes Teixeira.
2.1 Se´rie de Bu¨rmann
Segundo[14] Teixeira, p.79
Supponhamos que as funcc¸o˜es f(z) e θ(z) sa˜o synecticas na a´rea A limitada por
um unico contorno fechado S, que θ(z) admitte um unico zero no interior d’este
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contorno e que, designando por x um valor representado por um ponto do interior
da a´rea A e por a o valor que torna nulla esta funcc¸a˜o e pondo θ(z) = (z−a)Θ(z),
a desigualdade
|θ(x)| < |θ(z)|
ou
|x− a||Θ(x)| < |z − a||Θ(z)|
e´ satisfeita por todos os valores de z que correspondem aos pontos do contorno S.
Gomes Teixeira considera f(z) e θ(z) duas func¸o˜es synecticas na a´rea A. Actualmente, estas
func¸o˜es sa˜o designadas por func¸o˜es holomorfas na a´rea A, conforme iremos verificar no ponto
(2.5) deste cap´ıtulo.
GT continua
N’este caso a equac¸a˜o
θ(z)− θ(x) = 0
tem uma unica raiz z = x no interior do contorno S. Com effeito, o numero
d’estas raizes e´ dado pelo integral
u =
1
2ipi
∫
S
θ′(z)dz
θ(z)− θ(x)
= 1
Demonstrac¸a˜o.
De acordo com (Lema A.3.9), o nu´mero de ra´ızes da equac¸a˜o e´ dado pelo integral∫
γ
f ′(z)
f(z)
dz = 2piik
Enta˜o
u =
1
2ipi
∫
S
θ′(z)dz
θ(z)− θ(x) (GT)
Atendendo que
1
θ(z)− θ(x) =
1
θ(z)
· 1
1− θ(x)
θ(z)
Por definic¸a˜o de se´rie geome´trica, obtemos
1
θ(z)
· 1
1− θ(x)
θ(z)
=
1
θ(z)
·
(
1 +
θ(x)
θ(z)
+
θ2(x)
θ2(z)
+ ...
)
=
1
θ(z)
+
θ(x)
θ2(z)
+
θ2(x)
θ3(z)
+ ...
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Desenvolvendo u em se´rie tem-se
u =
1
2pii
[∫
S
θ′(z)dz
θ(z)
+ θ(x)
∫
S
θ′(z)dz
θ2(z)
+ ...
]
(GT)
Em seguida vamos determinar os integrais que entram no desenvolvimento de u. Para deter-
minar o integral
∫
S
θ′(z)
θ(z)
dz por (Lema A.3.9) e considerando que a equac¸a˜o tem multiplicidade
1, k = 1, tem-se ∫
S
θ′(z)
θ(z)
dz = 2ipi
Os restantes integrais que entram no desenvolvimento de u sa˜o do tipo
∫
S
θ′(z)
θn(z)
dz, com n > 1.
Para os determinarmos considere-se z = ρeiw sabendo que eiy = cosy + isiny, ∀y ∈ IR∫
S
θ′(z)dz
θn(z)
= −
[
1
(n− 1)θn−1(z)
]2pi
0
(GT)
= −
[
1
(n− 1)θn−1(ρ(cosw + i sinw))
]2pi
0
= − 1
(n− 1)θn−1ρ +
1
(n− 1)θn−1ρ
= 0
Logo
u =
1
2ipi
· 2ipi = 1 (GT)
Com o objectivo de generalizar, GT continua, p.80
Posto isto, consideremos o integral
U =
1
2ipi
∫
S
f(z)θ′(z)dz
θ(z)− θ(x) .
Como o denominador da funcc¸a˜o integrada e´ nullo quando z = x e este zero e´
o unico que este denominador tem na a´rea A, temos representando por C uma
circumferencia cujo centro seja o ponto x e cujo raio seja igual ao raio do circulo
de convergencia da se´rie
θ(z)− θ(x) = (z − x)θ′(x) + 1
2
(z − x)θ′′(x) + ...
Em primeiro lugar registamos a seguinte incorrecc¸a˜o no texto de Gomes Teixeira.
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Figura 2.1: Extracto da obra [14], p.80
Onde se leˆ
1
2
(z − x)θ′′(x) deve ler-se 1
2
(z − x)2θ′′(x).
Pelo teorema de Cauchy para domı´nios multiplamente conexos (Th A.2.5)
1
2ipi
∫
S
f(z)θ′(z)
θ(z)− θ(x)dz =
1
2ipi
∫
C
f(z)θ′(z)
θ(z)− θ(x)dz
Como θ(z) e´ uma func¸a˜o holomorfa no interior da circunfereˆncia de centro x
θ(z) = θ(x) + (z − x)θ′(x) + 1
2
(z − x)2θ′′(x) + ...
Passando para o primeiro membro θ(x), resulta
θ(z)− θ(x) = (z − x)θ′(x) + 1
2
(z − x)2θ′′(x) + ...
= (z − x)
[
θ′(x) +
1
2
(z − x)θ′′(x) + ...
]
Substituindo em U , θ(z)− θ(x) pela expressa˜o correspondente
U =
1
2ipi
∫
C
f(z)θ′(z)dz
(z − x)
[
θ′(x) +
1
2
(z − x)θ′′(x) + ...
] (GT)
Pela fo´rmula integral de Cauchy (Th A.3.2)
U =
1
2ipi
∫
C
f(z)θ′(z)dz
(z − x)
[
θ′(x) +
1
2
(z − x)θ′′(x) + ...
] = f(x) (GT)
Consequentemente
f(x) =
1
2ipi
∫
S
f(z)θ′(z)dz
θ(z)− θ(x) (GT)
Sabendo que |θ(x)| < |θ(z)| temos o seguinte desenvolvimento em se´rie
1
θ(z)− θ(x) =
1
θ(z)
+
θ(x)
θ2(z)
+ ...+
θn(x)
θn+1(z)
+ ... (GT)
Substituindo em f(x) obtemos
f(x) =
1
2ipi
[∫
S
f(z)θ′(z)dz
θ(z)
+ θ(x)
∫
S
f(z)θ′(z)dz
θ2(z)
+ ...+
+ θn(x)
∫
S
f(z)θ′(z)dz
θn+1(z)
+ ...
]
(GT)
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Resolvendo o primeiro integral que entra no desenvolvimento de f(x) e considerando
θ(z) = (z − a)Θ(z)
θ′(z) = Θ(z) + (z − a)Θ′(z)
Assim
θ′(z)
θ(z)
=
Θ(z) + (z − a)Θ′(z)
(z − a)Θ(z)
=
1
z − a +
Θ′(z)
Θ(z)
Substituindo em
1
2ipi
∫
S
f(z)θ′(z)
θ(z)
dz tem-se
1
2ipi
∫
S
f(z) ·
(
1
z − a +
Θ′(z)
Θ(z)
)
dz =
1
2ipi
∫
S
f(z)
z − adz +
1
2ipi
∫
S
f(z) · Θ
′(z)
Θ(z)
dz
Pela fo´rmula integral de Cauchy (Th A.3.2)
1
2ipi
∫
S
f(z)
z − adz = f(a)
e pelo teorema de Cauchy (Th A.2.2)∫
S
f(z) · Θ
′(z)
Θ(z)
dz = 0
pois f(z) e
Θ′(z)
Θ(z)
sa˜o func¸o˜es holomorfas.
Obtemos assim o valor do primeiro integral
1
2ipi
∫
S
f(z)θ′(z)
θ(z)
dz = f(a)
Para determinar os restantes integrais do desenvolvimento de f(x) do tipo
1
2ipi
∫
S
f(z)θ′(z)
θn+1(z)
dz com n > 0,
Recorremos a` integrac¸a˜o por partes, em que
v = f(z) e v′ = f ′(z)
u = − 1
nθn(z)
e u′ =
θ′(z)
θn+1(z)
Consequentemente
1
2ipi
∫
S
f(z)θ′(z)dz
θn+1(z)
=
1
2ipi
[
− f(z)
nθn(z)
+
1
n
∫
S
f ′(z)dz
θn(z)
]
(GT)
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O primeiro termo do segundo membro e´ zero por se tratar de um contorno fechado. Enta˜o
1
2ipi
∫
S
f(z)θ′(z)dz
θn+1(z)
=
1
2nipi
∫
S
f ′(z)dz
θn(z)
(GT)
Atendendo que
θ(z) = (z − a)Θ(z)
Tem-se
θn(z) = (z − a)nΘn(z)
Substituindo em
∫
S
f ′(z)
θn(z)
dz obtemos
1
2ipi
∫
S
f(z)θ′(z)dz
θn+1(z)
=
1
2nipi
∫
S
f ′(z)dz
(z − a)nΘn(z) (GT)
=
1
2nipi
∫
S
f ′(z)
Θn(z)
(z − a)ndz
Pela fo´rmula integral de Cauchy para a derivada de ordem n (Th A.3.4), no nosso caso para
a derivada de ordem (n− 1) e considerando f(z) = f
′(z)
Θn(z)
, enta˜o
1
2ipi
∫
S
f(z)θ′(z)
θn+1(z)
dz =
1
(n− 1)! · n
dn−1
dzn−1
(
f ′(z)
Θn(z)
)
z=a
=
1
n!
dn−1
dan−1
[
f ′(a)
Θn(a)
]
(GT)
Substituindo em f(x) o valor obtido dos integrais que entram no seu desenvolvimento obte-
mos, tal como Gomes Teixeira, a se´rie de Bu¨rmann
f(x) = f(a) + θ(x)
f ′(a)
Θ(a)
+ ...+
θn(x)
1 · 2 · ... · n
dn−1
dan−1
[
f ′(a)
Θn(a)
]
+ ... (2.1.1)
Quando z descreve o contorno S, esta fo´rmula representa o desenvolvimento da func¸a˜o f(x)
em se´rie ordenada segundo as poteˆncias inteiras e positivas da func¸a˜o θ(x).
GT continua
Pondo na formula precedente
θ(x) = t,
t representando um numero dado tal que |t| < |θ(z)|.
Deste modo vamos obter
f(x) = f(a) + t
f ′(a)
Θ(a)
+ ...+
tn
1 · 2 · ... · n
dn−1
dan−1
[
f ′(a)
Θn(a)
]
+ ...
Conclu´ımos, tal como Gomes Teixeira, quando z descreve o contorno S, esta fo´rmula re-
presenta o desenvolvimento em se´rie ordenada segundo as poteˆncias de t da func¸a˜o f(x) na
vizinhanc¸a da u´nica raiz da equac¸a˜o θ(x) = t que existe no interior do contorno S.
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2.2 Se´rie de Taylor a partir da se´rie de Bu¨rmann
Segundo[14] Teixeira, pp.81-82
A formula de Bu¨rmann contem como caso particular a formula de Taylor. Pondo,
com effeito, n’ella θ(z) = z − a e tomando para o contorno S da integrac¸a˜o uma
circumferencia de raio R e centro a, limitando uma a´rea na qual a func¸a˜o f(x)
seja synectica, temos, para todos os pontos x do interior da a´rea e todos os pontos
z da circumferencia que a limita, |x− a| < |z − a|; a formula de Bu¨rmann e´ pois
applicavel e da´
f(x) = f(a) + (x− a)f ′(a) + 1
2
(x− a)2f ′′(a) + ...
Demonstrac¸a˜o.
Consideremos para contorno de integrac¸a˜o uma circunfereˆncia de raio R e centro a que limita
uma a´rea na qual a func¸a˜o f(x) e´ holomorfa. Para todos os pontos x do interior da a´rea e
todos os pontos z da circunfereˆncia verifica-se a desigualdade
|x− a| < |z − a|
Consideremos θ(z) = z − a. Sabendo do ponto anterior que
θ(z) = (z − a)Θ(z)
Enta˜o
Θ(z) ≡ 1
Do mesmo modo, sabemos que
θ(x) = (x− a)Θ(x)
Mas como
θ(x) = (x− a)
Enta˜o
Θ(x) ≡ 1
Substituindo na se´rie de Bu¨rmann (2.1.1) θ(x) e Θ(a) pela expressa˜o correspondente, vem
que
f(x) = f(a) + (x− a)f ′(a) + 1
2
(x− a)2f ′′(a) + ...+ 1
1 · 2...n(x− a)
nfn(a) + ...
Deste modo obtemos a se´rie de Taylor a partir da se´rie de Bu¨rmann. Concluindo com Gomes
Teixeira que a se´rie de Taylor e´ um caso particular da se´rie de Bu¨rmann.
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2.3 Se´rie de Lagrange a partir da se´rie de Bu¨rmann
Segundo[14] Teixeira, p.82
Pondo na formula de Bu¨rmann
θ(z) =
z − a
ϕ(z)
,
ϕ(z) representando uma funcc¸a˜o synectica na a´rea A e tal que seja, para todos os
pontos z do contorno d’esta a´rea,∣∣∣∣x− aϕ(x)
∣∣∣∣ < ∣∣∣∣z − aϕ(z)
∣∣∣∣ ,
vem a formula de Lagrange
f(x) = f(a) +
x− a
ϕ(x)
f ′(a)ϕ(a) +
1
2
(x− a)2
ϕ2(x)
d
[
f ′(a)ϕ2(a)
]
da
+...+
1
1 · 2...n
(x− a)n
ϕn(x)
dn−1 [f ′(a)ϕn(a)]
dan−1
+ ...
Demonstrac¸a˜o.
Consideremos
θ(z) =
z − a
ϕ(z)
em que ϕ(z) e´ uma func¸a˜o holomorfa na a´rea A, limitada pelo contorno S e em que todos os
pontos z do contorno verificam a condic¸a˜o∣∣∣∣x− aϕ(x)
∣∣∣∣ < ∣∣∣∣z − aϕ(z)
∣∣∣∣
Sabendo que
θ(z) = (z − a)Θ(z)
e como
θ(z) =
z − a
ϕ(z)
Substituindo e simplificando obtemos
z − a
ϕ(z)
= (z − a)Θ(z)
Θ(z) =
1
ϕ(z)
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Substituindo θ(x) e Θ(a) na se´rie de Bu¨rmann pela expressa˜o correspondente, vem que
f(x) = f(a) +
(x− a)
ϕ(x)
f ′(a)
1
ϕ(a)
+ ...+
1
1 · 2 · ... · n
(x− a)n
ϕn(x)
dn−1
dan−1
 f ′(a)( 1
ϕ(a)
)n
+ ...
= f(a) +
x− a
ϕ(x)
f ′(a)ϕ(a) +
1
2
(x− a)2
ϕ2(x)
d
da
[
f ′(a)ϕ2(a)
]
+ ...+
+
1
1 · 2 · ... · n
(x− a)n
ϕn(x)
dn−1
dan−1
[
f ′(a)ϕn(a)
]
+ ...
Deste modo obtemos a se´rie de Lagrange a partir da se´rie de Bu¨rmann.
Atendendo a que ϕ(z) =
z − a
θ(z)
e que Θ(z) =
1
ϕ(z)
, se substituirmos na se´rie de Lagrange
ϕ(a) e ϕ(x) pelas expresso˜es correspondentes, resulta
f(x) = f(a) +
x− a
(x− a)
θ(x)
f ′(a)
1
Θ(a)
+
1
2
(x− a)2(
x− a
θ(x)
)2 dda
[
f ′(a)
(
1
Θ(a)
)2]
+ ...+
+
1
1 · 2 · ... · n
(x− a)n(
x− a
θ(x)
)n dn−1dan−1
[
f ′(a)
(
1
Θ(a)
)n]
+ ...
Simplificando obtemos a se´rie de Bu¨rmann
f(x) = f(a) + θ(x)
f ′(a)
Θ(a)
+ ...+
θn(x)
1 · 2 · ... · n
dn−1
dan−1
[
f ′(a)
Θn(a)
]
+ ...
De facto a se´rie de Lagrange difere da se´rie de Bu¨rmann apenas na notac¸a˜o. Repare-se que
ϕ(z) e´ definido a partir da fo´rmula θ(z) =
z − a
ϕ(z)
com a qual obtivemos a se´rie de Lagrange.
Relativamente a` se´rie de Lagrange, GT continua
Pondo n’esta formula
x− a
ϕ(x)
= t,
vem a seguinte:
f(x) = f(a) + tf ′(a)ϕ(a) +
1
2
t2
d
[
f ′(a)ϕ2(a)
]
da
+...+
1
1 · 2 · ... · nt
nd
n−1 [f ′(a)ϕn(a)]
dan−1
+ ...,
que determina a func¸a˜o f(x) da raiz x da equac¸a˜o
x = a+ tϕ(x),
que existe no interior do contorno S, quando para todos os pontos z do contorno
tem logar a desigualdade
|t| <
∣∣∣∣z − aϕ(z)
∣∣∣∣ .
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Conclu´ımos, tal como Gomes Teixeira, que quando z descreve o contorno S, a fo´rmula
f(x) = f(a) + tf ′(a)ϕ(a) +
1
2
t2
d
da
[
f ′(a)ϕ2(a)
]
+ ...+
1
1 · 2 · ... · nt
n d
n−1
dan−1
[
f ′(a)ϕn(a)
]
+ ...
representa o desenvolvimento em se´rie ordenada segundo as poteˆncias de t da func¸a˜o f(x) na
vizinhanc¸a da raiz da equac¸a˜o x = a+ tϕ(x) que existe no interior do contorno S.
2.4 Aplicac¸o˜es da se´rie de Bu¨rmann
2.4.1 Exemplo 1
Segundo[14] Teixeira, p.83
(...) vamos fazer applicac¸a˜o d’esta formula ao desenvolvimento das funcc¸o˜es em
se´rie ordenada segundo as potencias de sinx.
Temos de poˆr n’este caso θ(x) = sinx e de procurar um contorno tal que seja,
para todos os valores de x representados por pontos do interior d’este contorno,
| sinx| < | sin z|,
z representando um ponto qualquer do contorno.
Gomes Teixeira comec¸a por estudar as curvas definidas pela equac¸a˜o | sin z| = c onde
z = x1 + iy1 e c e´ real na˜o negativo e cuja representac¸a˜o gra´fica e´ a seguinte
Figura 2.2: Gra´fico da func¸a˜o | sin z| = c.
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Segundo[14] Teixeira, p.84
+
√
sin2 x1 cos2 iy1 − cos2 x1 sin2 iy1 = c, (2.4.1)
Demonstrac¸a˜o.
Substituindo z na equac¸a˜o | sin z| = c obtemos
| sin(x1 + iy1)| = c⇒
| sin(x1 + iy1)|2 = c2
Por ser zz¯ = |z|2, com z ∈ C, vem que
c = +
√
sin(x1 + iy1) sin(x1 − iy1)
Aplicando a fo´rmula sin(a± b) = sin a cos b± sin b cos a para argumentos complexos resulta1
c = +
√
(sinx1 cos iy1 + sin iy1 cosx1)(sinx1 cos iy1 − sin iy1 cosx1)
= +
√
sin2 x1 cos2 iy1 − cos2 x1 sin2 iy1
GT continua
Como o valor do primeiro membro d’esta equac¸a˜o na˜o muda quando se muda x1
em x1 + pi, veˆ-se que y1 e´ uma funcc¸a˜o periodica de x1, cujo periodo e´ igual a pi;
Demonstrac¸a˜o.
Atendendo a que
sin(pi + x) = − sinx e cos(pi + x) = − cosx
c = +
√
sin2(x1 + pi) cos2 iy1 − sin2 iy1 cos2(x1 + pi)
= +
√
sin2 x1 cos2 iy1 − sin2 iy1 cos2 x1
1Embora Gomes Teixeira use este tipo de notac¸a˜o, na verdade obte´m-se neste caso particular que
cos(iy1) = cosh y1 e sin(iy1) = i sinh y1, uma vez que cos(iz) = cosh(z) e i sin(iz) = − sinh(z).
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Pelo anteriormente exposto, vamos estudar apenas o ramo da curva que corresponde aos
valores de x1 compreendidos entre −pi2 e
pi
2
, tal como no estudo realizado por Gomes Teixeira.
O gra´fico que a seguir apresentamos corresponde a uma das perspectivas do gra´fico da func¸a˜o
| sin z| = c.
Figura 2.3: Gra´fico da func¸a˜o | sin z| = c
Por observac¸a˜o das figuras 2.2 e 2.3 podemos verificar que:
• quando c < 1, graficamente obte´m-se um conjunto de ovais;
• quando c = 1, graficamente obte´m-se o u´ltimo contorno que gera ovais;
• quando c > 1, graficamente obteˆm-se bandas infinitas.
Verificamos tambe´m que a func¸a˜o e´ sime´trica em relac¸a˜o aos eixos coordenados, por esta
raza˜o vamos considerar, tal como Gomes Teixeira, apenas os valores de x1 e y1 positivos. E
para realizar o estudo das curvas, considere-se em primeiro lugar c ≤ 1 e em seguida c > 1.
Comecemos por estudar pormenorizadamente as curvas quando c ≤ 1.
GT continua
Veˆ-se immediatamente, pondo na equac¸a˜o x1 = 0, que o ramo considerado da
curva corta o eixo das ordenadas no ponto cuja ordenada e´ igual a log(c+
√
c2 + 1).
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Demonstrac¸a˜o.
• Quando c ≤ 1 e x1 = 0
Substituindo na equac¸a˜o (2.4.1) x1 = 0 obtemos
c =
√
− sin2 iy1 ⇒
c2 = − sin2 iy1
Sabendo que
sin2 iy1 = −
(
e−y1 − ey1
2
)2
e cos2 iy1 =
(
e−y1 + ey1
2
)2
Resulta
c2 =
(
e−y1 − ey1
2
)2
⇔
−e−y1 + ey1 = 2c⇔
− 1
ey1
+ ey1 = 2c⇔
−1 + e2y1 = 2ey1c
Por uma mudanc¸a de varia´vel, ey1 = w
w2 − 2wc− 1 = 0
Aplicando a fo´rmula resolvente
w = c±
√
c2 + 1
Enta˜o
ey1 = c±
√
c2 + 1⇔
y1 = log(c±
√
c2 + 1)
Estes pontos podem ser observados na figura (2.3).
GT continua
Veˆ-se tambem, pondo y1 = 0, que a curva corta o eixo das abcissas no ponto cuja
abcissa e´ igual a arcsin c.
Demonstrac¸a˜o.
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• Quando c ≤ 1 e y1 = 0
Substituindo na equac¸a˜o (2.4.1) y1 = 0 obtemos√
sin2 x1 = c⇒
sin2 x1 = c2 ⇔
sin2 x1 − c2 = 0⇔
sinx1 = ±c⇔
x1 = ± arcsin c
Podemos observar estes pontos na figura (2.3).
GT continua
Resolvendo a equac¸a˜o (2.4.1) relativamente a cos2 iy1, vem
cos2 iy1 = c2 + cos2 x1,
Demonstrac¸a˜o.
• Quando c ≤ 1 e 0 < x1 < arcsin c
Pretendemos resolver a equac¸a˜o (2.4.1) em ordem a cos2 iy1.
Elevando ambos os membros ao quadrado obtemos
sin2 x1 cos2 iy1 − cos2 x1 sin2 iy1 = c2
Sabendo que sin2 iy1 = 1− cos2 iy1 e substituindo na equac¸a˜o anterior, resulta
sin2 x1 cos2 iy1 − cos2 x1(1− cos2 iy1) = c2 ⇔
cos2 iy1(sin2 x1 + cos2 x1) = c2 + cos2 x1
Porque em C e´ verdadeira a igualdade sin2 z + cos2 z = 1, vem que
cos2 iy1 = c2 + cos2 x1
GT continua
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e portanto
e−y1 + ey1
2
= ±
√
c2 + cos2 x1,
Atendendo a que cos2 iy1 =
(
e−y1 + ey1
2
)2
e substituindo em cos2 iy1 = c2 + cos2 x1, resulta
e−y1 + ey1
2
= ±
√
c2 + cos2 x1
Simplificando
e2y1 ∓
√
c2 + cos2 x1 · 2ey1 + 1 = 0 (GT)
Registamos a seguinte incorrecc¸a˜o no texto de Gomes Teixeira.
Figura 2.4: Extracto da obra [14], p.84
Deve ler-se e2y1 ∓√c2 + cos2 x1 · 2ey1 + 1 = 0.
Por uma mudanc¸a de varia´vel w = ey1 , obtemos
1 + w2 ∓ 2w
√
c2 + cos2 x1 = 0
Aplicando a fo´rmula resolvente vem que
w = ±
√
c2 + cos2 x1 ±
√
c2 + cos2 x1 − 1
Porque cos2 x1 − 1 = − sin2 x1, resulta
w = ±
√
c2 + cos2 x1 ±
√
c2 − sin2 x1
Como w = ey1
ey1 = ±
√
c2 + cos2x1 ±
√
c2 − sin2 x1 (GT)
Consequentemente
y1 = log
[
±
√
c2 + cos2 x1 ±
√
c2 − sin2 x1
]
(GT)
Segundo[14] Teixeira, p.85
25
Esta igualdade faz ver, em primeiro logar, que y1 e´ imaginario quando
x1 > arcsin c.
Demonstrac¸a˜o.
Se substituirmos x1 por um valor superior a arcsin c vamos obter
y1 = log
±√c2 + cos2 x1 ±√c2 − sin2 x1︸ ︷︷ ︸
<0

E deste modo conclu´ımos, tal como Gomes Teixeira, que y1 e´ imagina´rio.
GT continua
Para cada valor de x1, inferior a arcsin c, a mesma igualdade da´ para y1 dois
valores reaes e dois valores imaginarios.
Se substituirmos x1 por um valor inferior a arcsin c obtemos para y1 dois valores reais e dois
valores imagina´rios.
Os dois valores reais sa˜o:
y1 = log
[√
c2 + cos2 x1 +
√
c2 − sin2 x1
]
e
y1 = log
[√
c2 + cos2 x1 −
√
c2 − sin2 x1
]
Os dois valores imagina´rios sa˜o:
y1 = log
[
−
√
c2 + cos2 x1 +
√
c2 − sin2 x1
]
e
y1 = log
[
−
√
c2 + cos2 x1 −
√
c2 − sin2 x1
]
Consideremos o valor real
y1 = log
[√
c2 + cos2 x1 +
√
c2 − sin2 x1
]
(2.4.2)
GT conclui
Obteˆem-se por meio da igualdade (2.4.2) todos os pontos da curva comprehendidos
entre os pontos cujas abcissas sa˜o 0 e arcsin c, e veˆ-se que y1 cresce desde 0 ate´
log(c+
√
c2 + 1) quando x1 diminue desde arcsin c ate´ 0.
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Se substituirmos na equac¸a˜o (2.4.1) x1 = 0, obtemos
y1 = log(c+
√
c2 + 1)
a ordenada do ponto do ramo da curva considerada, que intersecta o eixo das ordenadas.
Se substituirmos na equac¸a˜o (2.4.1) x1 = arcsin c, obtemos
y1 = 0
a ordenada do ponto do ramo da curva considerada, que intersecta o eixo das abcissas.
E deste modo conclu´ımos, tal como Gomes Teixeira, que atrave´s da equac¸a˜o (2.4.1) podemos
obter todos os pontos da curva compreendidos entre os pontos de abcissa 0 e arcsin c. Con-
junto de pontos que formam o ramo da curva considerada e que pode ser vis´ıvel na figura
(2.3). Verificamos com Gomes Teixeira que y1 cresce desde 0 ate´ log(c+
√
c2 + 1) enquanto
x1 decresce desde arcsin c ate´ 0. Esta conclusa˜o torna-se muito evidente quando observamos
a figura (2.3).
GT afirma que
A equac¸a˜o
y′1 =
sin 2x1
i sin 2iy1
da´ as tangentes a´ curva e faz ver que as tangentes nas extremidades dos eixos sa˜o
perpendiculares a estes eixos. Para tirar esta conclusa˜o deve-se observar que a
quantidade i sin 2iy1e´ real.
Demonstrac¸a˜o.
Derivando a equac¸a˜o
cos2 iy1 = c2 + cos2 x1
Resulta
2iy′1 cos iy1 sin iy1 = 2 cosx1 sinx1
Sabendo que 2 sinx1 cosx1 = sin 2x1, obtemos
iy′1 sin 2iy1 = sin 2x1 ⇔
y′1 =
sin 2x1
i sin 2iy1
Anteriormente conclu´ımos que quando x1 = arcsin c obtemos y1 = 0 e quando x1 = 0
obtemos y1 = log(c+
√
c2 + 1). Deste modo, os pontos extremos da curva teˆm coordenadas
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A(arcsin c; 0) e B(0; log(c+
√
c2 + 1)).
Se substituirmos em y′1 as coordenadas do ponto A, vamos obter
sin 2 arcsin c
i sin 0
=∞
O resultado permite-nos concluir que neste ponto a recta tangente e´ perpendicular ao eixo
das abcissas.
Se substituirmos em y′1 as coordenadas do ponto B, vamos obter
sin 0
i sin(2i log(c+
√
c2 + 1))
= 0
O resultado permite-nos concluir que neste ponto a recta tangente e´ perpendicular ao eixo
das ordenadas.
GT continua
A eliminac¸a˜o de y1 entre a equac¸a˜o
cos 2iy1 = 2c2 + cos 2x1,
que resulta de (2.4.1), e a equac¸a˜o
sin2 2x1 cos 2iy1 = cos 2x1 sin2 2iy1,
que resulta de formar y′′1 , e poˆr depois y′′1 = 0, leva a` equac¸a˜o
cos 2x1 = −c2 ±
√
c4 − 1,
a qual mostra que na˜o existem pontos de inflexa˜o quando c ≤ 1.
Demonstrac¸a˜o.
Sabendo que cos(2u) = cos2 u− sin2 u obtemos
cos2 x1 =
1 + cos(2x1)
2
Substituindo o resultado anterior na equac¸a˜o
cos2 iy1 = c2 + cos2 x1
Resulta
1 + cos(2iy1)
2
= c2 +
1 + cos(2x1)
2
⇔
1 + cos(2iy1) = 2c2 + 1 + cos(2x1)⇔
cos(2iy1) = 2c2 + cos(2x1)
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Derivando y′1
y′′1 =
2 cos(2x1) · i sin(2iy1)− 2i2y′1 cos(2iy1) sin(2x1)
i2 sin2(2iy1)
Substituindo
y′1 =
sin(2x1)
i sin(2iy1)
Obtemos
y′′1 =
2 cos(2x1)
i sin(2iy1)
−
2i2 · sin(2x1)
i sin(2iy1)
cos(2iy1) sin(2x1)
i2 sin2(2iy1)
=
2 cos(2x1)
i sin(2iy1)
− 2i
2 sin2(2x1) cos(2iy1)
i3 sin3(2iy1)
Para determinar os pontos de inflexa˜o
y′′1 = 0⇔
2 cos(2x1)
i sin(2iy1)
=
2i2 sin2(2x1) cos(2iy1)
i3 sin3(2iy1)
⇔
2 cos(2x1)i3 sin3(2iy1)
i sin(2iy1)
= 2i2 sin2(2x1) cos(2iy1)⇔
2i2 cos(2x1) sin2(2iy1) = 2i2 sin2(2x1) cos(2iy1)⇔
cos(2x1) sin2(2iy1) = sin2(2x1) cos(2iy1)
Sabendo que
cos(2iy1) = 2c2 + cos(2x1)
Substituindo na equac¸a˜o anterior vem
cos(2x1)(1− cos2(2iy1)) = sin2(2x1)(2c2 + cos(2x1))⇔
cos(2x1)− cos(2x1)(2c2 + cos(2x1))2 = sin2(2x1)(2c2 + cos(2x1))⇔
0 = cos(2x1)− cos(2x1)(4c4 + 4c2 cos(2x1) + cos2(2x1))− 2c2 sin2(2x1)
− cos(2x1) sin2(2x1)⇔
0 = cos(2x1)− 4c4 cos(2x1)− 4c2 cos2(2x1)− cos3(2x1)− 2c2(1− cos2(2x1))
− cos(2x1)(1− cos2(2x1))
Simplificando
2c2 cos2(2x1) + 4c4 cos(2x1) + 2c2 = 0⇔
cos2(2x1) + 2c2 cos(2x1) + 1 = 0
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Aplicando a fo´rmula resolvente
cos(2x1) = −c2 ±
√
c4 − 1
Ao analisarmos o resultado obtido verificamos, tal como Gomes Teixeira, que quando c ≤ 1
a equac¸a˜o
cos(2x1) = −c2 ±
√
c4 − 1
e´ imposs´ıvel e por isso na˜o existem pontos de inflexa˜o. Se substituirmos c por um valor
inferior a 1 vamos obter um radical negativo e consequentemente uma equac¸a˜o imposs´ıvel em
R.
Em jeito de conclusa˜o, quando c ≤ 1 cada uma das curvas representadas pela equac¸a˜o
| sin z| = c
e´ composta por um nu´mero infinito de ovais iguais, cujos centros correspondem a`s ra´ızes da
equac¸a˜o sinx = 0 e cujos eixos sa˜o 2 arcsin c e 2 log(c +
√
c2 + 1). O eixo 2 arcsin c coincide
com o eixo das abcissas e o eixo 2 log(c+
√
c2 + 1) e´ paralelo ao eixo das ordenadas.
Quando 0 ≤ c ≤ 1, as ovais representadas pela equac¸a˜o |sinz| = c variam e verificamos que
a oval que corresponde a um menor valor de c e´ interior a` oval que corresponde a um maior
valor de c e que as ovais diminuem ate´ se reduzirem a um ponto. Esta situac¸a˜o pode ser
observada na figura (2.3).
• Quando c > 1
A equac¸a˜o
cos(2x1) = −c2 ±
√
c4 − 1
passa a ser poss´ıvel e passamos a ter pontos de inflexa˜o o que graficamente se traduz em
bandas infinitas que podem ser observadas na figura (2.3). Enta˜o, conclu´ımos como Gomes
Teixeira, que quando c > 1 as curvas representadas pela equac¸a˜o | sin z| = c na˜o intersectam
o eixo das abcissas e na˜o da˜o origem a contornos fechados contendo no interior os pontos
correspondentes a`s ra´ızes da equac¸a˜o sinx = 0.
As ovais encontradas sa˜o os contornos procurados. Cada oval limita uma a´rea tal que
| sinx| < | sin z|
em que x representa um ponto qualquer do interior e z um ponto qualquer do contorno.
Segundo[14] Teixeira, p.86
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Seja pois f(z) uma funcc¸a˜o synectica na a´rea A, limitada por uma oval cuja
equac¸a˜o seja | sin z| = c. A formula de Bu¨rmann e´ n’este caso applicavel e temos
f(x) = f(0) +A1 sinx+A2 sin2 x+ ...,
onde A1, A2, ... sa˜o quantidades constantes, que podem ser determinadas por meio
de integraes
An =
1
2ipi
∫
S
f(z) cos zdz
sinn+1
=
1
2nipi
∫
S
f ′(z)dz
sinn z
,
ou por meio da expressa˜o
An =
1
1 · 2 · ...n
dn−1
dxn−1
[
xnf ′(x)
sinn x
]
Registamos a seguinte incorrecc¸a˜o no texto de Gomes Teixeira.
Figura 2.5: Extracto da obra [14], p.86
Onde se leˆ sinn+1 deve ler-se sinn+1 z.
Demonstrac¸a˜o.
Seja f(z) uma func¸a˜o holomorfa na a´rea A limitada por uma oval cuja equac¸a˜o e´
| sin z| = c
Seja θ(x) = sinx e sabendo do exposto que | sinx| < | sin z|. Esta˜o reunidas as condic¸o˜es
para aplicarmos a se´rie de Bu¨rmann
f(x) = f(0) +A1 sinx+A2 sin2 x+ ...
em que, A1, A2, ... sa˜o constantes que podem ser determinadas por meio de integrais.
Considerando θ(z) = sin z e An =
1
2ipi
∫
S
f(z)θ′(z)
θn+1z
dz
An =
1
2ipi
∫
S
f(z)(sin z)′
sinn+1 z
dz, com n ≥ 1
=
1
2ipi
∫
S
f(z) cos z
sinn+1 z
dz
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Aplicando a integrac¸a˜o por partes e considerando
u′ =
cos z
sinn+1 z
e u = − 1
n sinn z
v = f(z) e v′ = f ′(z)
Resulta
An =
1
2ipi
[
f(z) ·
( −1
n sinn z
)
+
∫
S
f ′(z)
n sinn z
dz
]
Porque se trata de um contorno fechado o primeiro termo do segundo membro e´ nulo, logo
An =
1
2nipi
∫
S
f ′(z)
sinn z
dz
=
1
2nipi
∫
S
znf ′(z)
zn sinn z
dz
=
1
2nipi
∫
S
znf ′(z)
sinn z
(z − 0)ndz
Pela fo´rmula integral de Cauchy para a derivada de ordem n (Th A.3.4), no nosso caso para
a derivada de ordem n− 1 conclu´ımos, tal como Gomes Teixeira, que
An =
1
n!
dn−1
dxn−1
[
xnf ′(x)
sinn x
]
x=a
em que a corresponde a`s ra´ızes da equac¸a˜o sinx = 0.
2.4.2 Exemplo 2
Segundo[14] Teixeira, p.86
Consideremos, por exemplo, a funcc¸a˜o
f(x) = sin kx,
k representando um nu´mero qualquer, real ou imagina´rio, e ponha-se a = 0.
Teremos
An =
k
2nipi
∫
S
cos kzdz
sinn z
, (n > 0).
Demonstrac¸a˜o.
Gomes Teixeira pretende determinar o desenvolvimento da func¸a˜o f(x) em se´rie ordenada
segundo as poteˆncias inteiras e positivas da func¸a˜o sinx. Comecemos por determinar os
coeficientes An, com n > 0
An =
1
2ipi
∫
S
f(z)θ′(z)
θn+1z
dz
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Supondo que
f(z) = sin kz
θ(z) = sin z
θ′(z) = cos z
θn+1z = sinn+1 z
Deste modo
An =
1
2ipi
∫
S
sin kz · cos z
sinn+1 z
dz
Aplicando a integrac¸a˜o por partes em que
u′ =
cos z
sinn+1 z
e u = − 1
n sinn z
v = sin kz e v′ = k cos kz
Enta˜o
An =
1
2ipi
[
sin kz ·
(
− 1
n sinn z
)
+
k
n
∫
S
cos kz
sinn z
dz
]
Como o primeiro termo do segundo membro e´ zero, resulta
An =
k
2nipi
∫
S
cos kz
sinn z
dz, com n > 0
GT continua, p.87
Mas ∫
cos kzdz
sinn z
=
∫
cos kzdz
sinn+2 z
−
∫
cos kz · cos2 zdz
sinn+2 z
Demonstrac¸a˜o.
Simplificando o segundo membro vamos obter∫
S
cos kz
sinn z
dz =
∫
S
cos kz
sinn+2 z
dz −
∫
S
cos kz(1− sin2 z)
sinn+2 z
dz
=
∫
S
cos kz − cos kz + cos kz · sin2 z
sinn+2 z
dz
=
∫
S
cos kz
sinn z
dz
GT continua
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e, integrando por partes o ultimo termo do segundo membro,∫
cos kzdz
sinn z
=
∫
cos kzdz
sinn+2 z
+
∫
cos kz · cos z
(n+ 1) sinn+1 z
+
k
n+ 1
∫
sin kz · cos zdz
sinn+1 z
+
1
n+ 1
∫
cos kz · sin zdz
sinn+1 z
,
Registamos nova incorrecc¸a˜o no texto de Gomes Teixeira.
Figura 2.6: Extracto da obra [14], p.87
O segundo termo do segundo membro na˜o deve apresentar o s´ımbolo integral.
Demonstrac¸a˜o.
Aplicando a integrac¸a˜o por partes no segundo termo do segundo membro da igualdade∫
S
cos kz
sinn z
dz =
∫
S
cos kz
sinn+2 z
dz −
∫
S
cos kz · cos2 z
sinn+2 z
dz
Em que
u′ =
cos z
sinn+2 z
e u = − 1
(n+ 1) sinn+1 z
v = cos kz · cos z e v′ = −k sin kz · cos z − sin z · cos kz
Vem∫
S
cos kz
sinn z
dz =
∫
S
cos kz
sinn+2 z
dz +
cos kz · cos z
(n+ 1) sinn+1 z
+
∫
S
k sin kz · cos z + sin z · cos kz
(n+ 1) sinn+1 z
dz
=
∫
S
cos kz
sinn+2 z
dz +
cos kz · cos z
(n+ 1) sinn+1 z
+
k
n+ 1
∫
S
sin kz · cos z
sinn+1 z
dz +
+
1
n+ 1
∫
S
cos kz · sin z
sinn+1 z
dz
GT continua
ou, integrando por partes o penultimo termo do segundo membro,∫
cos kzdz
sinn z
=
∫
cos kzdz
sinn+2 z
+
cos kz · cos z
(n+ 1) sinn+1 z
− k
n+ 1
· sin kz
n sinn z
+
k2
n · (n+ 1)
∫
cos kzdz
sinn z
+
1
n+ 1
∫
cos kzdz
sinn z
.
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Demonstrac¸a˜o.
Integrando novamente por partes e desta vez o terceiro termo do segundo membro∫
S
cos kz
sinn z
dz =
∫
S
cos kz
sinn+2 z
dz +
cos kz · cos z
(n+ 1) sinn+1 z
+
k
n+ 1
∫
S
sin kz · cos z
sinn+1 z
dz +
+
1
n+ 1
∫
S
cos kz · sin z
sinn+1 z
dz
Em que
u′ =
cos z
sinn+1 z
e u = − 1
n sinn z
v = sin kz e v′ = k cos kz
E simplificando o quarto termo do segundo membro, vem∫
S
cos kz
sinn z
dz =
∫
S
cos kz
sinn+2 z
dz +
cos kz · cos z
(n+ 1) sinn+1 z
+
+
k
n+ 1
[
sin kz ·
(
− 1
n sinn z
)
+ k
∫
S
cos kz
n sinn z
dz
]
+
+
1
n+ 1
∫
S
cos kz
sinn z
dz
=
∫
S
cos kz
sinn+2 z
dz +
cos kz · cos z
(n+ 1) sinn+1 z
− k
n+ 1
· sin kz
n sinn z
+
+
k2
n · (n+ 1)
∫
S
cos kz
sinn z
dz +
1
n+ 1
∫
S
cos kz
sinn z
dz
GT continua
Portanto∫
S
cos kzdz
sinn z
=
∫
S
cos kzdz
sinn+2 z
+
k2
n · (n+ 1)
∫
S
cos kzdz
sinn z
+
1
n+ 1
∫
S
cos kzdz
sinn z
,
ou ∫
S
cos kzdz
sinn+2 z
=
n2 − k2
n · (n+ 1)
∫
S
cos kzdz
sinn z
.
Demonstrac¸a˜o.
Partindo do resultado∫
S
cos kz
sinn z
dz =
∫
S
cos kz
sinn+2 z
dz +
cos kz · cos z
(n+ 1) sinn+1 z
− k
n+ 1
· sin kz
n sinn z
+
+
k2
n · (n+ 1)
∫
S
cos kz
sinn z
dz +
1
n+ 1
∫
S
cos kz
sinn z
dz
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Porque se trata de um contorno fechado, o segundo e terceiro termos do segundo membro
sa˜o iguais a zero e obtemos∫
S
cos kz
sinn z
dz =
∫
S
cos kz
sinn+2 z
dz +
k2
n · (n+ 1)
∫
S
cos kz
sinn z
dz +
1
n+ 1
∫
S
cos kz
sinn z
dz
Simplificando o segundo e o terceiro termos do segundo membro∫
S
cos kz
sinn z
dz =
∫
S
cos kz
sinn+2 z
dz +
(
k2
n · (n+ 1) +
1
n+ 1
)∫
S
cos kz
sinn z
dz
=
∫
S
cos kz
sinn+2 z
dz +
k2 + n
n · (n+ 1)
∫
S
cos kz
sinn z
dz
Da igualdade anterior, vem∫
S
cos kz
sinn+2 z
dz =
∫
S
cos kz
sinn z
dz − k
2 + n
n · (n+ 1)
∫
S
cos kz
sinn z
dz
=
(
1− k
2 + n
n2 + n
)∫
S
cos kz
sinn z
dz
=
n2 − k2
n · (n+ 1)
∫
S
cos kz
sinn z
dz
GT continua
Temos pois a igualdade
An+2 =
n2 − k2
(n+ 1) · (n+ 2) ·An. (a)
Demonstrac¸a˜o.
Dado que An =
k
2nipi
∫
S
cos kz
sinn z
dz, enta˜o
An+2 =
k
2ipi(n+ 2)
∫
S
cos kz
sinn+2 z
dz
Substituindo em An+2 o integral ∫
S
cos kz
sinn+2 z
dz
Resulta
An+2 =
k
2ipi(n+ 2)
·
(
n2 − k2
n · (n+ 1)
)∫
S
cos kz
sinn z
dz
=
(n2 − k2) · k
2ipi · n · (n+ 1) · (n+ 2)
∫
S
cos kz
sinn z
dz
Observando An podemos escrever
An+2 =
n2 − k2
(n+ 1) · (n+ 2) ·An, com n > 0
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GT continua
A analyse que precede na˜o tem logar quando e´ n = 0. Vamos pore´m mostrar que
a formula a que chega´mos ainda tem logar n’este caso.
Por ser
A0 =
1
2ipi
∫
S
sin kz · cos zdz
sin z
e ∫
sin kz · cos zdz
sin z
= −cos kz · cos z
k sin z
− 1
k
∫
cos kzdz
sin2 z
,
Demonstrac¸a˜o.
Considerando
A0 =
1
2ipi
∫
S
f(z)θ′(z)
θ(z)
dz
Substituindo f(z), θ′(z) e θ(z) pelas expresso˜es correspondentes, obtemos
A0 =
1
2ipi
∫
S
sin kz · cos z
sin z
dz
Aplicando a integrac¸a˜o por partes em que
u′ = sin kz e u = −cos kz
k
v =
cos z
sin z
e v′ =
− sin2 z − cos2 z
sin2 z
=
−1
sin2 z
Obtemos
A0 =
1
2ipi
[− cos z · cos kz
k sin z
− 1
k
∫
S
cos kz
sin2 z
dz
]
= − 1
2ipik
∫
S
cos kz
sin2 z
dz
Segundo[14] Teixeira, p.88
temos, com effeito,
A0 = − 12ipik
∫
S
cos kzdz
sin2 z
= − 2
k2
A2,
e portanto
A2 = −k
2
2
A0.
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Demonstrac¸a˜o.
Substituindo n = 2 em An =
k
2nipi
∫
S
cos kz
sinn z
dz, vem que
A2 =
k
2 · 2ipi
∫
S
cos kz
sin2 z
dz
Observando A0 podemos escrever
A0 = − 2
k2
·A2
A2 = −k
2
2
·A0
Deste modo conclu´ımos, tal como Gomes Teixeira, que An+2 =
n2 − k2
(n+ 1) · (n+ 2) · An se
verifica para n = 0.
GT continua
Posto isto, da igualdade (a) tira-se, quando n e´ par, notando que A0 e´ igual a
zero,
An = 0.
Demonstrac¸a˜o.
Para determinar A0
A0 = f(0) = sin 0 = 0
Analisando a igualdade
An+2 =
n2 − k2
(n+ 1) · (n+ 2) ·An
e tendo em conta a relac¸a˜o existente entre A2 e A0 e o valor de A0, podemos concluir que se
n e´ par, enta˜o An = 0.
Vejamos
Se A0 = 0 enta˜o A2 = 0
Se n = 2 enta˜o A4 =
22 − k2
3 · 4 ·A2 ⇔ A4 = 0
...
Enta˜o An = 0
GT continua
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A1 =
k
2ipi
∫
S
cos kzdz
sin z
=
k
2ipi
∫
S
z cos kzdz
z sin z
= k,
Demonstrac¸a˜o.
Para determinar A1 substitu´ımos em An =
k
2nipi
∫
S
cos kz
sinn z
dz por n = 1
A1 =
k
2ipi
∫
S
cos kz
sin z
dz
=
k
2ipi
∫
S
z · cos kz
z sin z
dz
=
k
2ipi
∫
S
z · cos kz
sin z
(z − 0) dz
Pela fo´rmula integral de Cauchy (Th A.3.2)
A1 = k · f(0), sendo f(z) = z · cos kzsin z
Como f(z) e´ continua, e´ poss´ıvel definir a func¸a˜o no ponto zero. Zero e´ singularidade re-
mov´ıvel de f(z) (Def A.3.7)
lim
z→0
z
sin z
· cos kz = 1
Porque lim
z→0
z
sin z
= 1 e´ um limite nota´vel e cos 0 = 1.
Assim
A1 = k
GT continua
a mesma igualdade da´, quando n e´ ı´mpar,
An+2 =
(n2 − k2) [(n− 2)2 − k2] ...(1− k)2
1 · 2...(n+ 2) · k.
Demonstrac¸a˜o.
Tendo em conta a igualdade (a), se n e´ ı´mpar e dado que A1 = k podemos verificar que
Se n = 1 enta˜o A3 =
k · (1− k2)
1 · 2 · 3
Se n = 3 enta˜o A5 =
(32 − k2) · k · (1− k2)
1 · 2 · 3 · 4 · 5
Generalizando obtemos a igualdade quando n e´ ı´mpar
An+2 =
(n2 − k2) [(n− 2)2 − k2] ...(1− k)2
1 · 2 · ... · (n+ 2) · k
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GT continua
Logo, se x representar um ponto da oval cujo centro e´ a origem das coordenadas
e cuja equac¸a˜o e´ | sin z| = 1, temos
sin kx = k
[
sinx− k
2 + 1
1 · 2 · 3 sin
3 x+
(k2 − 1)(k2 − 32)
1 · 2 · 3 · 4 · 5 sin
5 x+ ...
]
Demonstrac¸a˜o.
Aplicando a se´rie de Bu¨rmann no desenvolvimento da func¸a˜o f(x) = sin kx em se´rie ordenada
segundo as poteˆncias inteiras e positivas da func¸a˜o sinx em que x representa um ponto da
oval com centro na origem das coordenadas e cuja equac¸a˜o | sin z| = 1, obtemos
sin kx = A0 +A1 sinx+A2 sin2 x+A3 sin3 x+ ...
Substituindo os coeficientes determinados anteriormente obtemos tal, como Gomes Teixeira,
sin kx = 0 + k sinx+ 0 +
k(1− k2)
1 · 2 · 3 sin
3 x+ 0 +
k(1− k2)(32 − k2)
1 · 2 · 3 · 4 · 5 + ...
sin kx = k
[
sinx− k
2 + 1
1 · 2 · 3 sin
3 x+
(k2 − 1)(k2 − 32)
1 · 2 · 3 · 4 · 5 sin
5 x+ ...
]
GT continua
Do mesmo modo se acha, no caso da funcc¸a˜o cos kx,
cos kx = 1− k
2
2
sin2 x+
k2(k2 − 22)
1 · 2 · 3 · 4 sin
4 x− ...
Demonstrac¸a˜o.
Em seguida, pretendemos apresentar o desenvolvimento da func¸a˜o f(x) = cos kx em se´rie
ordenada segundo as poteˆncias inteiras e positivas da func¸a˜o sinx.
Consideremos a func¸a˜o f(x) = cos kx, em que k representa um nu´mero qualquer real ou
imagina´rio e a = 0.
Comecemos por determinar os coeficientes An com n > 0.
An =
1
2ipi
∫
S
f(z)θ′(z)
θn+1z
dz
Supondo que
f(z) = cos kz
θ(z) = sin z
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θ′(z) = cos z
θn+1z = sinn+1 z
Substituindo em An, obtemos
An =
1
2ipi
∫
S
cos kz · cos z
sinn+1 z
dz
Aplicando a integrac¸a˜o por partes em que
u′ =
cos z
sinn+1 z
e u = − 1
n sinn z
v = cos kz e v′ = −k sin kz
Resulta
An =
1
2ipi
[
cos kz ·
(
− 1
n sinn z
)
− k
n
∫
S
sin kz
sinn z
dz
]
Como o primeiro termo do segundo membro e´ zero
An =
−k
2nipi
∫
S
sin kz
sinn z
dz, com n > 0
Analogamente ao exemplo anterior∫
S
sin kz
sinn z
dz =
∫
S
sin kz
sinn+2 z
dz −
∫
S
sin kz · cos2 z
sinn+2 z
dz
Aplicando a integrac¸a˜o por partes no segundo termo do segundo membro em que
u′ =
cos z
sinn+2 z
e u = − 1
(n+ 1) sinn+1 z
v = sin kz · cos z e v′ = k cos kz · cos z − sin kz · sin z
Vem∫
S
sin kz
sinn z
dz =
∫
S
sin kz
sinn+2 z
dz +
sin kz · cos z
(n+ 1) sinn+1 z
−
∫
S
k cos kz · cos z − sin kz · sin z
(n+ 1) sinn+1 z
dz
=
∫
S
sin kz
sinn+2 z
dz +
sin kz · cos z
(n+ 1) sinn+1 z
−
− k
n+ 1
∫
S
cos kz · cos z
sinn+1 z
dz +
1
n+ 1
∫
S
sin kz · sin z
sinn+1 z
dz
Por se tratar de um contorno fechado, o segundo termo do segundo membro e´ zero e obtemos∫
S
sin kz
sinn z
dz =
∫
S
sin kz
sinn+2 z
dz − k
n+ 1
∫
S
cos kz · cos z
sinn+1 z
dz +
1
n+ 1
∫
S
sin kz · sin z
sinn+1 z
dz
Integrando por partes o segundo termo do segundo membro em que
u′ =
cos z
sinn+1 z
e u = − 1
n sinn z
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v = cos kz e v′ = −k sin kz
Simplificando o terceiro termo do segundo membro, vem∫
S
sin kz
sinn z
dz =
∫
S
sin kz
sinn+2 z
dz − k
n+ 1
[
cos kz ·
(
− 1
n sinn z
)
− k
∫
S
sin kz
n sinn z
dz
]
+
+
1
n+ 1
∫
S
sin kz
sinn z
dz
Porque se trata de um contorno fechado, o segundo termo do segundo membro e´ zero e
obtemos ∫
S
sin kz
sinn z
dz =
∫
S
sin kz
sinn+2 z
dz +
k2
n · (n+ 1)
∫
S
sin kz
sinn z
dz +
1
n+ 1
∫
S
sin kz
sinn z
dz
Simplificando o segundo e o terceiro termos do segundo membro, obtemos∫
S
sin kz
sinn z
dz =
∫
S
sin kz
sinn+2 z
dz +
[
k2
n · (n+ 1) +
1
n+ 1
] ∫
S
sin kz
sinn z
dz
=
∫
S
sin kz
sinn+2 z
dz +
k2 + n
n · (n+ 1)
∫
S
sin kz
sinn z
dz
Da igualdade anterior, vem∫
S
sin kz
sinn+2 z
dz =
∫
S
sin kz
sinn z
dz − k
2 + n
n · (n+ 1)
∫
S
sin kz
sinn z
dz
=
(
1− k
2 + n
n2 + n
)∫
S
sin kz
sinn z
dz
=
n2 − k2
n · (n+ 1)
∫
S
sin kz
sinn z
dz
Dado que
An =
−k
2nipi
∫
S
sin kz
sinn z
dz
Enta˜o
An+2 =
−k
2ipi(n+ 2)
∫
S
sin kz
sinn+2 z
dz
Substituindo em An+2 o integral ∫
S
sin kz
sinn+2 z
dz
Obtemos
An+2 =
−k
2ipi(n+ 2)
·
(
n2 − k2
n · (n+ 1)
)∫
S
sin kz
sinn z
dz
=
(n2 − k2) · (−k)
2ipi · n · (n+ 1) · (n+ 2)
∫
S
sin kz
sinn z
dz
Observando An podemos escrever que
An+2 =
n2 − k2
(n+ 1) · (n+ 2) ·An com n > 0
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Embora o exposto na˜o se verifique para n = 0 tal como no exemplo anterior, vamos estabelecer
uma relac¸a˜o entre A0 e A2 atrave´s da fo´rmula que obtivemos. Consideremos, enta˜o
A0 =
1
2ipi
∫
S
cos kz · cos z
sin z
dz
Aplicando a integrac¸a˜o por partes em que
u′ = cos kz e u =
sin kz
k
v =
cos z
sin z
e v′ =
− sin2 z − cos2 z
sin2 z
=
−1
sin2 z
Obtemos
A0 =
1
2ipi
[
cos z · sin kz
k sin z
+
1
k
∫
S
sin kz
sin2 z
dz
]
=
1
2ipik
∫
S
sin kz
sin2 z
dz
Sabendo que
A2 =
−k
2 · 2ipi
∫
S
sin kz
sin2 z
dz
Observando A0 podemos escrever
A0 = − 2
k2
·A2
A2 = −k
2
2
·A0
Verificamos que An+2 =
n2 − k2
(n+ 1) · (n+ 2) ·An e´ va´lida quando n = 0.
Para determinar A0
A0 = f(0) = cos 0 = 1
Analisando a igualdade
An+2 =
n2 − k2
(n+ 1) · (n+ 2) ·An
e tendo em conta a relac¸a˜o existente entre A2 e A0 e o valor de A0, podemos concluir que se
n e´ par
Se n = 2 enta˜o A4 =
(22 − k2)
4 · 3
(−k2
2
)
=
k2 · (k2 − 22)
1 · 2 · 3 · 4
Se n = 4 enta˜o A6 =
−k2 · (k2 − 22) · (k2 − 42)
1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6
Generalizando obtemos a igualdade
An+2 =
(n2 − k2)[(n− 2)2 − k2]...(−k)2
1 · 2 · 3... · (n+ 2)
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Para determinar A1 substituindo em An =
−k
2nipi
∫
S
sin kz
sinn z
dz, n = 1
A1 =
−k
2ipi
∫
S
sin kz
sin z
dz
=
−k
2ipi
∫
S
z · sin kz
z sin z
dz
=
−k
2ipi
∫
S
z · sin kz
sin z
(z − 0)n dz
Pela fo´rmula integral de Cauchy (Th A.3.2),
A1 = −k · f(0), sendo f(z) = z · sin kzsin z
Como f(z) e´ continua e´ poss´ıvel definir a func¸a˜o no ponto zero. Zero e´ singularidade remov´ıvel
de f(z) (Def A.3.7)
lim
z→0
z
sin z
· sin kz = 0
Porque lim
z→0
z
sin z
= 1 e´ um limite nota´vel e sin 0 = 0.
Assim
A1 = 0
Se n e´ ı´mpar e dado que A1 = 0, podemos verificar que
Se n = 1 enta˜o A3 =
12 − k2
2 · 3 ·A1 = 0
...
Enta˜o An = 0
Aplicando a se´rie de Bu¨rmann no desenvolvimento da func¸a˜o f(x) = cos kx em se´rie ordenada
segundo as poteˆncias inteiras e positivas da func¸a˜o sinx em que x representa um ponto da
oval com centro na origem das coordenadas e de equac¸a˜o | sin z| = 1, obtemos
cos kx = A0 +A1 sinx+A2 sin2 x+A3 sin3 x+ ...
Substituindo os coeficientes determinados anteriormente, resulta
cos kx = 1− k
2
2
sin2 x+
k2(k2 − 22)
1 · 2 · 3 · 4 sin
4 x− ...
44
2.5 Ana´lise histo´rica
Ao analisarmos a linguagem utilizada por Gomes Teixeira no cap´ıtulo em estudo, veri-
ficamos que sa˜o utilizados termos/expresso˜es que ca´ıram em desuso nomeadamente, func¸a˜o
monogenea, func¸a˜o synectica e func¸a˜o monodroma.
Segundo Alves (2004), Gomes Teixeira definiu func¸a˜o monogenea ou func¸a˜o analytica
de z na a´rea A em todos as edic¸o˜es2, fazendo te´nues alterac¸o˜es de linguagem. Na 4.a edic¸a˜o
define func¸a˜o monogenea do seguinte modo:
Se, entre cada grupo de dois pontos de uma regia˜o A do plano, onde esta˜o repre-
sentados os valores de z, se poder trac¸ar uma linha continua que na˜o corte o seu
contorno, a regia˜o considerada diz-se uma a´rea continua. Se em todos os pontos
d’esta regia˜o f(z) tem uma derivada, diz-se que f(z) e´ uma func¸a˜o monogenea
ou uma func¸a˜o analytica de z na a´rea A. A a´rea A pode abranger todo o plano,
como acontece, por exemplo, no caso das func¸o˜es ez, sin z, etc(p. 498).
A partir da 2.a edic¸a˜o, Gomes Teixeira definiu func¸a˜o monogenea uniforme como sendo
“A func¸a˜o monogenea f(z) diz-se uniforme na a´rea A, quando a cada z da a´rea corresponde
um u´nico valor da func¸a˜o” (p. 498).
Em detrimento da expressa˜o func¸a˜o monogenea passou a utilizar-se func¸a˜o holomorfa.
SegundoCarreira e Na´poles (1997), func¸a˜o holomorfa define-se conforme ( Def A.1.1).
Pore´m, Gomes Teixeira (1904) definiu func¸a˜o regular ou holomorfa do seguinte modo:
Se, para os valores de x vizinhos de um valor a, se verificar o desenvolvimento
f(x) = a0 + a1(x− a) + a2(x− a)2 + ...
a func¸a˜o f(x) diz-se regular ou holomorfa na vizinhanc¸a do ponto a. Se esta
propriedade se verificar para todos os valores de a representados pelos pontos de
uma a´rea A, a funcc¸a˜o f(x) diz-se regular ou holomorfa na a´rea A (p.55).
A definic¸a˜o de func¸a˜o holomorfa de Gomes Teixeira corresponde na actualidade a` definic¸a˜o
de func¸a˜o anal´ıtica. Segundo Carreira e Na´poles (1997), func¸a˜o anal´ıtica define-se
conforme (Def A.3.5). Os mesmos autores na secc¸a˜o 5.B “Teorema de Taylor. Func¸o˜es
2 Curso de Analyse Infinite´simal - Calculo Differencial, de Gomes Teixeira, editado quatro vezes, a 1.a
edic¸a˜o em 1887, a 2.a edic¸a˜o em 1890, a 3.a edic¸a˜o em 1896 e a 4.a edic¸a˜o em 1906, definiu func¸a˜o monogenea
em todas as edic¸o˜es.
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anal´ıticas.” estabelecem a equivaleˆncia entre holomorfia e analiticidade para as func¸o˜es de
varia´vel complexa.
A expressa˜o func¸a˜o synectica passou a ser designada por func¸a˜o holomorfa. Gomes Tei-
xeira (1904) definiu func¸a˜o synectica do seguinte modo:
Consideremos uma funcc¸a˜o de varia´vel complexa z = u+ iv
f(z) = u+ iv,
onde u e v representam funcc¸o˜es de x e y, e suponhamos que esta funcc¸a˜o admitte
derivada. Sabe-se que n’este caso u e v satisfazem a´s equac¸o˜es
du
dy
= −dv
dx
du
dx
=
dv
dy
e que, reciprocamente, se u e v satisfazem estas equac¸o˜es e
du
dx
,
du
dy
,
dv
dx
,
dv
dy
sa˜o
funcc¸o˜es continuas de x e y, u + iv admitte derivada. Sabe-se tambem que esta
derivada e´ dada pela formula
f ′(z) =
du
dx
+ i
dv
dx
As funcc¸o˜es que admittem derivada sa˜o as unicas que ha interesse em estudar, e
da´-se-lhes o nome de funcc¸o˜es monogeneas ou analyticas.
A funcc¸a˜o f(z) pode ter um so´ valor para cada z ou muitos. No primeiro d’estes
casos a funcc¸a˜o diz-se uniforme ou monodroma. No segundo caso, se consi1-
derarmos, para determinar completamente a funcc¸a˜o, um dos valores que f(z)
toma em um ponto B como valor inicial, o valor que a funcc¸a˜o toma n’um ponto
qualquer D da a´rea A, limitada por um contorno S, quando z descreve uma curva
que ligue D a B, deve ser determinado pela condic¸a˜o de f(z) variar de uma
maneira continua quando z descreve esta curva. Se este valor e´ sempre o mesmo,
qualquer que seja a linha descripta pelo ponto z, quando vae de B a D sem sahir
da a´rea A, a funcc¸a˜o diz-se ainda uniforme ou monodroma na a´rea considerada.
No caso contrario diz-se multiforme ou polydroma.
Se a func¸a˜o f(z) foˆr monogenea, uniforme e continua em todos os pontos de uma
a´rea A e, ale´m d’isso, as derivadas parciaes de u e v relativamente a x e y forem
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funcc¸o˜es continuas d’estas variaveis, diremos, com Cauchy, que a func¸a˜o f(z) e´
synectica na a´rea A (pp.30,31).
Na opinia˜o de Cajori (1991, 420) Cauchy designa func¸a˜o monotypique e mais tarde de
monodrome a` func¸a˜o f(z) com um u´nico valor z = x + iy, Briot e Bouquet chamam de
monotrope, Hermite de uniforme e os alema˜es de eindeutig.
Segundo o mesmo autor, Cauchy afirma que uma func¸a˜o e´ monogenic numa a´rea, se todos
os valores de z, dessa a´rea, tiverem apenas uma derivada. Synectique se for monodromic e
monogenic e que na˜o se torna infinita. Briot e Bouquet e escritores franceses mais tardios
no lugar de func¸a˜o synectique designam func¸a˜o holomorfa ou func¸a˜o meromorfa no caso da
func¸a˜o ter po´los na regia˜o.
De acordo com Bottazzini (1986, 170), Cauchy define func¸a˜o monodromic numa porc¸a˜o
finita S dum plano complexo, quando a func¸a˜o assume sempre o mesmo valor num e no
mesmo ponto P em S, seja qual for o caminho que z possa levar entre S e z.
Tambe´m o mesmo autor afirma que synectic, para Cauchy, sa˜o func¸o˜es cont´ınuas finitas
que sa˜o monodromic e monogenic numa porc¸a˜o S do plano.
Belhoste (1991, 234), afirma em Abril de 1851, que Cauchy definiu func¸a˜o monotypical
como sendo uma func¸a˜o cont´ınua e uniforme e func¸a˜o monogenic como sendo uma func¸a˜o
com derivada em cada ponto.
Em 1852, segundo o mesmo autor, Cauchy clarificou e completou a sua terminologia.
Substituiu monotypical por monodromic e propoˆs designar func¸a˜o monodromic a toda a
func¸a˜o que seja monogenic e finita como uma func¸a˜o synectic. Em seguida, Belhoste
(1991, 234) refere que actualmente estas func¸o˜es sa˜o func¸o˜es holomorfas.
Relativamente a` simbologia utilizada por Gomes Teixeira, verificamos que esta e´ diferente
da simbologia actual. Gomes Teixeira utilizou a letra ϕ para designar func¸a˜o e aˆngulo na
mesma definic¸a˜o; x e y como varia´veis complexas; z como ponto arbitra´rio, interior ou ponto
no contorno e quando particulariza, x e´ ponto interior e z ponto no contorno. Actualmente
e de um modo geral, ϕ designa aˆngulo; x e y designam varia´veis reais; z ponto arbitra´rio e
quando particularizamos, designamos z como ponto interior e ζ como ponto no contorno.
A uniformizac¸a˜o da terminologia e simbologia veio trazer maior clarivideˆncia a todas as
obras matema´ticas.
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Cap´ıtulo 3
O Teorema de Teixeira e a deduc¸a˜o
pelo pro´prio
Neste cap´ıtulo analisamos, do ponto de vista matema´tico, a deduc¸a˜o de uma fo´rmula apre-
sentada por Gomes Teixeira, que representa o desenvolvimento de func¸o˜es em se´rie ordenada
segundo as poteˆncias inteiras, positivas e negativas de uma func¸a˜o dada. Demonstramos que
esta fo´rmula compreende a se´rie de Bu¨rmann, a de Taylor, a de Lagrange e a de Laurent.
3.1 Generalizac¸a˜o da se´rie de Bu¨rmann
Em seguida apresentamos a abordagem de Gomes Teixeira a` generalizac¸a˜o da se´rie de
Bu¨rmann. E´ nota´vel que o resultado deste trabalho ficou reconhecido como Teorema de
Teixeira na obra A Course in Modern Analysis[19].
Segundo[14] Teixeira, pp.90-91
(...) quando f(x) e´ synectica so´mente n’um annel limitado por duas curvas S e s
e x representa um ponto do interior d’este annel.
Seja S o contorno exterior e s o contorno interior do annel, seja a um numero
complexo representado por um ponto do interior da a´rea limitada por s e suppo-
nhamos que, para todos os pontos do contorno S, e´
|θ(x)| < |θ(z)|
e que, para todos os pontos do contorno s, e´
|θ(x)| > |θ(z)|.
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A equac¸a˜o θ(z)−θ(x) = 0 tem uma so´ raiz z = x no interior do contorno S, (...).
Logo temos a formula
f(x) = A0 +A1θ(x) +A2θ2(x) + ...+Anθn(x) + ...+
+
B1
θ(x)
+
B2
θ2(x)
+ ...+
Bn
θn(x)
+ ...
Demonstrac¸a˜o.
Supondo
• S e´ o contorno exterior e s o contorno interior de um anel;
• x um ponto do interior do anel;
• a um nu´mero complexo do interior da a´rea limitada por s;
• para todos os pontos do contorno S, verifica-se a desigualdade
|θ(x)| < |θ(z)|
• para todos os pontos do contorno s, verifica-se a desigualdade
|θ(x)| > |θ(z)|
Quando deduzimos a se´rie de Bu¨rmann (2.1.1), no cap´ıtulo dois, verifica´mos que a equac¸a˜o
θ(z)− θ(x) = 0 tinha apenas uma raiz, z = x, no interior do contorno S.
Pela fo´rmula de Cauchy para domı´nios multiplamente conexos (Th A.2.5) resulta∫
S
f(z)θ′(z)dz
θ(z)− θ(x) =
∫
s
f(z)θ′(z)dz
θ(z)− θ(x) +
∫
c
f(z)θ′(z)dz
θ(z)− θ(x) (GT)
c representa uma circunfereˆncia de centro x e raio r, com r escolhido de modo que a circun-
fereˆncia fique contida no interior do anel.
Sabendo
θ(z)− θ(x) = (z − x)θ′(x) + 1
2
(z − x)2θ′′(x) + ...
Vem que
1
2ipi
∫
c
f(z)θ′(z)dz
θ(z)− θ(x) =
1
2ipi
∫
c
f(z)θ′(z)dz
(z − x)
[
θ′(x) +
1
2
(z − x)θ′′(x) + ...
] (GT)
Pela fo´rmula integral de Cauchy (Th A.3.2)
1
2ipi
∫
c
f(z)θ′(z)dz
(z − x)
[
θ′(x) +
1
2
(z − x)θ′′(x) + ...
] = f(x) (GT)
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Deste modo resulta
f(x) =
1
2ipi
[∫
S
f(z)θ′(z)dz
θ(z)− θ(x) −
∫
s
f(z)θ′(z)dz
θ(z)− θ(x)
]
(GT)
Em seguida, desenvolvemos em se´rie os integrais que entram no desenvolvimento de f(x). O
primeiro integral foi desenvolvido quando deduzimos a se´rie de Bu¨rmann, cujo resultado e´
1
2ipi
∫
S
f(z)θ′(z)dz
θ(z)− θ(x) =
1
2ipi
[∫
S
f(z)θ′(z)dz
θ(z)
+ θ(x)
∫
S
f(z)θ′(z)dz
θ2(z)
+ ...+
+ θn(x)
∫
S
f(z)θ′(z)dz
θn+1(z)
+ ...
]
(GT)
Para desenvolver o segundo integral em se´rie, consideremos que para todos os pontos z da
curva s se verifica a seguinte desigualdade
|θ(z)| < |θ(x)|
Por esta raza˜o
1
θ(z)− θ(x) = −
1
θ(x)
[
1 +
θ(z)
θ(x)
+ ...+
θn(z)
θn(x)
+ ...
]
(GT)
Substituindo no integral
1
2ipi
∫
s
f(z)θ′(z)dz
θ(z)− θ(x) =
1
2ipi
∫
s
f(z)θ′(z) ·
[
− 1
θ(x)
(
1 +
θ(z)
θ(x)
+ ...+
θn(z)
θn(x)
+ ...
)]
dz
=
1
2ipi
[
− 1
θ(x)
∫
s
f(z)θ′(z)dz − 1
θ2(x)
∫
s
f(z)θ(z)θ′(z)dz − ...−
− 1
θn(x)
∫
s
f(z)θn−1(z)θ′(z)dz − ...
]
(GT)
Definindo
An =
1
2ipi
∫
S
f(z)θ′(z)dz
θn+1(z)
Bn =
1
2ipi
∫
s
f(z)θn−1(z)θ′(z)dz (GT)
Obtemos, tal como Gomes Teixeira, a seguinte fo´rmula
f(x) = A0 +A1θ(x) +A2θ2(x) + ...+Anθn(x) + ...+
+
B1
θ(x)
+
B2
θ2(x)
+ ...+
Bn
θn(x)
+ ... (GT)
O exposto constitui o Teorema de Teixeira1.
1WHITTAKER, E. T. et WATSON, G. N. (1927). A Course in Modern Analysis. 4.a reimpressa˜o England:
Cambridge University Press.
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3.2 Se´rie de Bu¨rmann a partir da se´rie de Gomes Teixeira
Segundo[14] Teixeira, p.92
Esta formula conte´m a formula de Bu¨rmann, que corresponde ao caso de a funcc¸a˜o
f(z) ser synectica na a´rea limitada por s.
Demonstrac¸a˜o.
Seja f(x) uma func¸a˜o holomorfa na a´rea limitada por S consequentemente holomorfa na a´rea
limitada por s. Enta˜o o integral que entra na expressa˜o de Bn da fo´rmula de Gomes Teixeira
e´ nulo. Logo
f(x) = A0 +A1θ(x) +A2θ2(x) + ...+Anθn(x) + ...+
com
An =
1
2ipi
∫
S
f(z)θ′(z)
θn+1(z)
dz
Obtendo deste modo a se´rie de Bu¨rmann.
Do exposto, podemos concluir que a se´rie de Gomes Teixeira compreende a se´rie de Bu¨rmann,
logo compreende a se´rie de Taylor e a de Lagrange.
3.3 Se´rie de Laurent a partir da se´rie de Gomes Teixeira
Segundo[14] Teixeira, p.92
Pondo
θ(z) = z − a
e tomando para contorno S e s duas circumferencias de raios R e r de centro a, e´
|z−a| < |x−a| para todos os pontos z da circumferencia interior, e |z−a| > |x−a|
para todos os pontos z da circunfereˆncia exterior. A formula anterior e´ pois
applicavel e da´ a seguinte:
f(x) = A0 +A1(x− a) + ...+An(x− a)n + ...
+
B1
x− a +
B2
(x− a)2 + ...+
Bn
(x− a)n + ...,
onde
An =
1
2ipi
∫
S
f(z)dz
(z − a)n+1 ,
Bn =
1
2ipi
∫
s
f(z)(z − a)n−1dz,
51
isto e´, a formula de Laurent.
Demonstrac¸a˜o.
Seja a se´rie de Gomes Teixeira
f(x) = A0 +A1θ(x) +A2θ2(x) + ...+Anθn(x) + ...+
+
B1
θ(x)
+
B2
θ2(x)
+ ...+
Bn
θn(x)
+ ...
com
An =
1
2ipi
∫
S
f(z)θ′(z)
θn+1(z)
dz
Bn =
1
2ipi
∫
s
f(z)θn−1(z)θ′(z)dz
Consideremos para contorno duas circunfereˆncias de centro a e de raios R e r, respectiva-
mente. Seja
θ(z) = z − a e θ(x) = x− a
Enta˜o
θn(z) = (z − a)n e θn(x) = (x− a)n
e
θ′(z) = 1 e θ′(x) = 1
Para todos os pontos z da circunfereˆncia interior verifica-se a seguinte desigualdade
|z − a| < |x− a|
e para todos os pontos z da circunfereˆncia exterior verifica-se a seguinte desigualdade
|z − a| > |x− a|
Estamos em condic¸o˜es de aplicar a se´rie de Gomes Teixeira. Substituindo θ(x), θ′(z) e θn+1(z)
pelas expresso˜es correspondentes obtemos
f(x) = A0 +A1(x− a) +A2(x− a)2 + ...+An(x− a)n + ...+
+
B1
(x− a) +
B2
(x− a)2 + ...+
Bn
(x− a)n + ...
em que
An =
1
2ipi
∫
S
f(z)
(z − a)n+1dz
Bn =
1
2ipi
∫
s
f(z)(z − a)n−1dz
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Obtendo deste modo a se´rie de Laurent. Assim inferimos, tal como Gomes Teixeira, que e´
poss´ıvel obter a se´rie de Laurent a partir da se´rie de Gomes Teixeira.
GT continua
Os integraes que entram na formula geral, que vimos de apresentar, podem ser
expressos por meio dos coefficientes do desenvolvimento obtido pela formula de
Laurent, no caso de a func¸a˜o f(x) admittir, na a´rea limitada pelo contorno s,
so´mente um numero limitado de pontos singulares em que deixe de ser synectica.
Sejam com effeito, b1, b2, ..., bm, ..., bk estes pontos, c1, c2, ..., ck, c, circumferencias
cujos centros sejam os pontos representados por b1, b2, ..., bk, a e cujos raios sejam
assaz pequenos para que a a´rea limitada por cada uma d’ellas na˜o contenha outro
d’estes pontos, ale´m do centro.
Consideremos a se´rie de Gomes Teixeira
f(x) = A0 +A1θ(x) +A2θ2(x) + ...+Anθn(x) + ...+
+
B1
θ(x)
+
B2
θ2(x)
+ ...+
Bn
θn(x)
+ ...
Em que
An =
1
2ipi
∫
S
f(z)θ′(z)
θn+1(z)
dz
Bn =
1
2ipi
∫
s
f(z)θn−1(z)θ′(z)dz
Pretendemos definir os coeficientes A0, An e Bn, com n > 0 que entram na se´rie de Gomes
Teixeira atrave´s dos coeficientes que entram na se´rie de Laurent.
Seja An com n > 0
An =
1
2ipi
∫
S
f(z)θ′(z)dz
θn+1(z)
(GT)
Aplicando o me´todo de integrac¸a˜o por partes
An =
1
2nipi
∫
S
f ′(z)dz
θn(z)
(GT)
Pela fo´rmula de Cauchy para domı´nios multiplamente conexos (Th A.2.5)
An =
1
2npii
∫
c1
f ′(z)
θn(z)
dz +
1
2npii
∫
c2
f ′(z)
θn(z)
dz + ...+
+
1
2npii
∫
ck
f ′(z)
θn(z)
dz +
1
2npii
∫
c
f ′(z)
θn(z)
dz, quando n > 0
=
k∑
m=1
1
2nipi
∫
cm
f ′(z)dz
θn(z)
+
1
2nipi
∫
c
f ′(z)dz
θn(z)
(GT)
GT continua, p.93
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Mas, representando por α um qualquer dos pontos b1, b2, ..., bk, tem logar, na
vizinhanc¸a do ponto α, o desenvolvimento (em virtude do theorema de Laurent)
f(z) =M0+M1(z−α)+M2(z−α)2+...+ N1
z − α+
N2
(z − α)2+
N3
(z − α)3+..., (3.3.1)
e portanto o desenvolvimento
f ′(z) =M1 + 2M2(z − α) + ...− N1(z − α)2 −
2N2
(z − α)3 −
3N3
(z − α)4 − ... (3.3.2)
Substituindo esta se´rie em logar de f ′(z) na expressa˜o de An, veˆ-se que as
k primeiras parcellas d’esta expressa˜o podem ser decompostas n’uma somma de
parcelas da forma
1
2nipi
∫
cm
dz
θn(z)(z − bm)β ,
Demonstrac¸a˜o.
Substituindo em An f ′(z) e simplificando vamos obter
An =
k∑
m=1
1
2nipi
∫
cm
M1 + 2M2(z − α) + ...− N1(z − α)2 −
2N2
(z − α)3 − ...
θn(z)
dz +
+
1
2nipi
∫
c
f ′(z)
θn(z)
dz
=
k∑
m=1
1
2nipi
[∫
cm
M1
θn(z)
dz +
∫
cm
2M2(z − α)
θn(z)
dz + ...−
−
∫
cm
N1
(z − α)2θn(z)dz −
∫
cm
2N2
(z − α)3θn(z)dz − ...
]
+
+
1
2nipi
∫
c
f ′(z)
θn(z)
dz
=
k∑
m=1
1
2nipi
[
M1
∫
cm
1
θn(z)
dz + 2M2
∫
cm
1
(z − α)−1θn(z)dz + ...−
− N1
∫
cm
1
(z − α)2θn(z)dz − 2N2
∫
cm
1
(z − α)3θn(z)dz − ...
]
+
+
1
2nipi
∫
c
f ′(z)
θn(z)
dz
Analisando o resultado verificamos que as k primeiras parcelas da expressa˜o An podem ser
decompostas numa soma de parcelas da forma
1
2nipi
∫
cm
1
(z − bm)βθn(z)dz
GT continua
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que sa˜o nullas quando β ≤ 0, e que sa˜o iguaes a
1
1.2...(β − 1)n
[
dβ−1
dxβ−1
(
1
θn(x)
)]
x=bm
quando β > 0.
Demonstrac¸a˜o.
Se β ≤ 0, pelo teorema de Cauchy (Th A.2.2)
1
2nipi
∫
cm
1
(z − bm)βθn(z)dz = 0
Pois
(z − bm)β
θn(z)
e´ uma func¸a˜o holomorfa (Def A.1.1).
Se β > 0
1
2nipi
∫
cm
dz
(z − bm)βθn(z) =
1
2nipi
∫
cm
1
θn(z)
(z − bm)β dz
=
(β − 1)!
2nipi(β − 1)!
∫
cm
1
θn(z)
(z − bm)β dz
Pela fo´rmula integral de Cauchy para a derivada de ordem n (Th A.3.4)
1
2nipi
∫
cm
dz
(z − bm)βθn(z) =
1
1 · 2...(β − 1) · n
[
dβ−1
dxβ−1
(
1
θn(x)
)]
x=bm
GT continua
Por ser θ(x) = (x − a)Θ(x), veˆ-se que a ultima das parcellas que entra na
expressa˜o de An e´ igual a
1
1.2...(n− 1)n
[
dn−1
dxn−1
(
f ′(x)
Θn(x)
)]
x=a
,
quando a e´ diferente de b1, b2, ..., bk
Demonstrac¸a˜o.
Se considerarmos
θ(x) = (x− a)Θ(x)
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A u´ltima parcela que entra na expressa˜o de An
1
2nipi
∫
c
f ′(z)
θn(z)
dz =
1
2nipi
∫
c
f ′(z)
(z − a)nΘn(z)dz
=
1
2nipi
∫
c
f ′(z)
Θn(z)
(z − a)ndz
=
(n− 1)!
2ipi(n− 1)!n
∫
c
f ′(z)
Θn(z)
(z − a)ndz
Pela fo´rmula integral de Cauchy para a derivada de ordem n (Th A.3.4)
1
2nipi
∫
c
f ′(z)
θn(z)
dz =
1
1 · 2 · ... · (n− 1) · n
[
dn−1
dxn−1
(
f ′(x)
Θn(x)
)]
x=a
, a 6= b1, b2, ..., bk
GT continua, p.94
A analyse que precede na˜o e´ applicavel quando n = 0. Para calcular A0 pode-se
pore´m recorrer a´ formula
A0 =
1
2ipi
∫
S
f(z)θ′(z)dz
θ(z)
=
1
2ipi
[
k∑
m=1
∫
cm
f(z)θ′(z)dz
θ(z)
+
∫
c
f(z)θ′(z)dz
θ(z)
]
.
Substituindo nas k primeiras parcellas do segundo membro f(z) pelo seu desen-
volvimento, dado pela formula (3.3.1), faz-se depender cada uma d’ellas de outras
da forma
1
2ipi
∫
cm
θ′(z)dz
θ(z)(z − bm)β ,
Demonstrac¸a˜o.
Ao analisarmos o resultado
1
2nipi
∫
c
f ′(z)
θn(z)
dz =
1
1 · 2 · ... · (n− 1) · n
[
dn−1
dxn−1
(
f ′(x)
Θn(x)
)]
x=a
facilmente conclu´ımos que a ana´lise precedente na˜o e´ va´lida para n = 0.
Considerando
A0 =
1
2ipi
∫
S
f(z)θ′(z)
θ(z)
dz
Pela fo´rmula de Cauchy para domı´nios multiplamente conexos (Th A.2.5)
A0 =
k∑
m=1
1
2ipi
∫
cm
f(z)θ′(z)
θ(z)
dz +
1
2ipi
∫
c
f(z)θ′(z)
θ(z)
dz
=
1
2ipi
[
k∑
m=1
∫
cm
f(z)θ′(z)
θ(z)
dz +
∫
c
f(z)θ′(z)
θ(z)
]
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Substituindo no desenvolvimento de A0 a fo´rmula (3.3.1) nas k primeiras parcelas
A0 =
1
2ipi
k∑
m=1
∫
cm
(
M0 +M1(z − α) +M2(z − α)2 + ...+ N1
z − α +
N2
(z − α)2 + ..
)
θ′(z)
θ(z)
dz +
+
1
2ipi
∫
c
f(z)θ′(z)
θ(z)
dz
Aplicando as regras de integrac¸a˜o
A0 =
1
2ipi
k∑
m=1
[
M0
∫
cm
θ′(z)
θ(z)
dz +M1
∫
cm
(z − α)θ′(z)
θ(z)
dz +M2
∫
cm
(z − α)2θ′(z)
θ(z)
dz + ...+
+ N1
∫
cm
θ′(z)
(z − α)θ(z)dz +N2
∫
cm
θ′(z)
(z − α)2θ(z)dz + ...
]
+
+
1
2ipi
∫
c
f(z)θ′(z)
θ(z)
dz
As k primeiras parcelas da expressa˜o A0 podem ser decompostas numa soma de parcelas da
forma
1
2ipi
∫
cm
θ′(z)
θ(z)(z − bm)β dz
GT continua
que sa˜o nullas quando β ≤ 0 e que sa˜o eguaes a
1
1 · 2...(β − 1)
[
dβ−1
dxβ−1
(
θ′(x)
θ(x)
)]
x=bm
quando β > 0.
Demonstrac¸a˜o.
Se β ≤ 0, pelo teorema de Cauchy (Th A.2.2)
1
2ipi
∫
cm
θ′(z)
(z − bm)βθ(z)dz = 0
Pois
θ′(z)
(z − bm)βθ(z) e´ uma func¸a˜o holomorfa (Def A.1.1).
Se β > 0
1
2ipi
∫
cm
θ′(z)
(z − bm)βθ(z)dz =
1
2ipi
∫
cm
θ′(z)
θ(z)
(z − bm)β dz
=
(β − 1)!
2ipi(β − 1)!
∫
cm
θ′(z)
θ(z)
(z − bm)β dz
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Pela fo´rmula integral de Cauchy para a derivada de ordem n (Th A.3.4)
1
2ipi
∫
cm
θ′(z)
(z − bm)βθ(z)dz =
1
1 · 2 · ... · (β − 1)
[
dβ−1
dxβ−1
(
θ′(x)
θ(x)
)]
x=bm
GT continua
E, por ser θ(z) = (z − a)Θ(z), veˆ-se que a ultima e´ dada pela formula∫
c
f(z)θ′(z)dz
θ(z)
=
∫
c
f(z)θ′(z)dz
Θ(z)
+
∫
c
f(z)dz
z − a = 2ipif(a),
quando a e´ diferente de b1, b2, ..., bk.
Registamos a seguinte incorrecc¸a˜o no texto de Gomes Teixeira
Figura 3.1: Extracto da obra [14], p.94
Onde se leˆ
∫
c
f(z)θ′(z)dz
Θ(z)
deve ler-se
∫
c
f(z)Θ′(z)dz
Θ(z)
.
Demonstrac¸a˜o.
Consideremos a u´ltima parcela do desenvolvimento de A0
Seja θ(z) = (z − a)Θ(z)
θ′(z) = Θ(z) + (z − a)Θ′(z)
Substituindo
1
2ipi
∫
c
f(z)θ′(z)
θ(z)
dz =
1
2ipi
∫
c
f(z) [Θ(z) + (z − a)Θ′(z)]
(z − a)Θ(z) dz
=
1
2ipi
∫
c
f(z)
z − adz +
1
2ipi
∫
c
f(z)Θ′(z)
Θ(z)
dz
Calculando os integrais, pelo teorema de Cauchy (Th A.2.2) reulta
1
2ipi
∫
c
f(z)Θ′(z)
Θ(z)
dz =
1
2ipi
∫
c
f(z) · Θ
′(z)
Θ(z)
dz = 0
Porque a func¸a˜o f(z) · Θ
′(z)
Θ(z)
e´ holomorfa (Def A.1.1).
Pela fo´rmula integral de Cauchy, (Th A.3.2) obtemos
1
2ipi
∫
c
f(z)
z − adz = f(a)
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Logo ∫
c
f(z)θ′(z)dz
θ(z)
= 2ipif(a), quando a 6= b1, b2, ..., bk
GT continua
A analyse que precede deve tambem ser modificada quando a coincide com um
ponto singular, bk por exemplo, de f(z). Temos enta˜o
An =
k∑
m=1
1
2nipi
∫
cm
f ′(z)dz
θn(z)
+
1
2nipi
∫
c
f ′(z)dz
θn(z)
, (n > 0)
e
A0 =
1
2ipi
[
k−1∑
m=1
∫
cm
f(z)θ′(z)dz
θ(z)
+
∫
c
f(z)θ′(z)dz
θ(z)
]
.
N’este caso o ultimo termo da expressa˜o An pode ser decomposto em parcellas da
forma
1
2nipi
∫
c
dz
Θn(z)(z − a)β ,
Registamos a seguinte incorrecc¸a˜o no texto de Gomes Teixeira
Figura 3.2: Extracto da obra [14], p.94
Onde se leˆ
k∑
m=1
deve ler-se
k−1∑
m=1
Demonstrac¸a˜o.
Analisemos quando a coincide com um ponto singular de f(x), por exemplo com bk
Consequentemente temos
An =
k−1∑
m=1
1
2nipi
∫
cm
f ′(z)
θn(z)
dz +
1
2nipi
∫
c
f ′(z)
θn(z)
dz, quando n > 0
e
A0 =
1
2ipi
[
k−1∑
m=1
∫
cm
f(z)θ′(z)
θ(z)
dz +
∫
c
f(z)θ′(z)
θ(z)
dz
]
Como a coincide com um ponto singular temos a fo´rmula
f(z) =M0 +M1(z − a) +M2(z − a)2 + ...+ N1
z − a +
N2
(z − a)2 + ... (3.3.3)
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Derivando, obtemos
f ′(z) =M1 + 2M2(z − a) + ...− N1(z − a)2 −
2N2
(z − a)3 − ... (3.3.4)
Substituindo f ′(z) no u´ltimo termo de An
1
2nipi
∫
c
f ′(z)
θn(z)
dz =
1
2nipi
∫
c
[
M1 + 2M2(z − a) + ...− N1(z − a)2 −
2N2
(z − a)3 − ...
]
θn(z)
dz
Aplicando as regras para a integrac¸a˜o
1
2nipi
∫
c
f ′(z)
θn(z)
dz =
1
2nipi
[
M1
∫
c
1
θn(z)
dz + 2M2
∫
c
(z − a)
θn(z)
dz + ...−
−N1
∫
c
1
(z − a)2θn(z)dz − ...
]
Considerando θ(z) = (z − a)Θ(z) as parcelas sa˜o da forma
1
2nipi
∫
c
dz
(z − a)βΘn(z)
GT continua, p.95
cujo valor e´
1
1 · 2...(n+ β − 1) · n
[
dβ−1
dxβ−1
(
1
Θn(x)
)]
x=a
quando β > 0 e que sa˜o nullas quando β ≤ 0;
Demonstrac¸a˜o.
Se β > 0, pela fo´rmula integral de Cauchy para a derivada de ordem n (Th A.3.4)
1
2nipi
∫
c
1
(z − a)βΘn(z)dz =
1
1 · 2...(n+ β − 1) · n
[
dβ−1
dxβ−1
(
1
Θn(x)
)]
x=a
Se β ≤ 0, pelo teorema de Cauchy (Th A.2.2)
1
2nipi
∫
c
1
(z − a)βΘn(z)dz = 0
Pois
(z − a)β
Θn(z)
e´ uma func¸a˜o holomorfa (Def A.1.1).
GT continua
e o ultimo termo da expressa˜o de A0 pode ser decomposto em parcellas da forma
1
2ipi
∫
c
Θ′(z)dz
Θ(z)(z − a)β ,
1
2ipi
∫
c
dz
(z − a)β ,
60
Demonstrac¸a˜o.
Relativamente ao u´ltimo termo da expressa˜o de A0
1
2ipi
∫
c
f(z)θ′(z)
θ(z)
dz =
1
2ipi
∫
c
f(z) · θ
′(z)
θ(z)
dz
Como
θ(z) = (z − a)Θ(z)
θ′(z) = Θ(z) + (z − a)Θ′(z)
Enta˜o
θ′(z)
θ(z)
=
1
z − a +
Θ′(z)
Θ(z)
Substituindo no u´ltimo termo da expressa˜o de A0
1
2ipi
∫
c
f(z)θ′(z)
θ(z)
dz =
1
2ipi
∫
c
[(
M0 +M1(z − a) +M2(z − a)2 + ...+ N1
z − a+
+
N2
(z − a)2 + ...
)
·
(
1
z − a +
Θ′(z)
Θ(z)
)]
dz
Aplicando as regras para a integrac¸a˜o
1
2ipi
∫
c
f(z)θ′(z)
θ(z)
dz =
1
2ipi
M0
(∫
c
1
z − adz +
∫
c
Θ′(z)
Θ(z)
dz
)
+
+
1
2ipi
M1
(∫
c
dz +
∫
c
(z − a)Θ′(z)
Θ(z)
dz
)
+
+
1
2ipi
M2
(∫
c
(z − a)dz +
∫
c
(z − a)2Θ′(z)
Θ(z)
dz
)
+ ...+
+
1
2ipi
N1
(∫
c
1
(z − a)2dz +
∫
c
Θ′(z)
(z − a)Θ(z)dz
)
+ ...
As parcelas sa˜o da forma
1
2ipi
∫
c
Θ′(z)
(z − a)βΘ(z)dz e
1
2ipi
∫
c
dz
(z − a)β
GT continua
cujos valores sa˜o eguaes a
1
1 · 2...(β − 1)
[
dβ−1
dxβ−1
(
Θ′(x)
Θ(x)
)]
x=a
,
1
1 · 2...(β − 1)f
(β−1)(a),
quando β > 0, e que sa˜o nullos quando β ≤ 0.
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Demonstrac¸a˜o.
Se β > 0, pela fo´rmula integral de Cauchy para a derivada de ordem n (Th A.3.4)
1
2ipi
∫
c
1
(z − a)β dz =
1
1 · 2...(β − 1)f
(β−1)(a)
e
1
2ipi
∫
c
Θ′(z)
(z − a)βΘ(z)dz =
1
2ipi
∫
c
Θ′(z)
Θ(z)
(z − a)β dz
Pela fo´rmula integral de Cauchy para a derivada de ordem n (Th A.3.4)
1
2ipi
∫
c
Θ′(z)
(z − a)βΘ(z)dz =
1
1 · 2...(β − 1)
[
dβ−1
dxβ−1
(
Θ′(x)
Θ(x)
)]
x=a
Se β ≤ 0, pelo teorema de Cauchy (Th A.2.2)
1
2ipi
∫
c
1
(z − a)β dz = 0 e
1
2ipi
∫
c
Θ′(z)
(z − a)βΘ(z)dz = 0
GT continua
Para os coeficientes Bn temos do mesmo modo
Bn =
1
2ipi
∫
s
f(z)θn−1(z)θ′(z)dz
= − 1
2nipi
∫
s
f ′(z)θn(z)dz
= − 1
2nipi
k∑
m=1
∫
cm
f ′(z)θn(z)dz
Demonstrac¸a˜o.
Para os coeficientes de Bn. Suponhamos que a na˜o e´ ponto singular de f(x)
Bn =
1
2ipi
∫
s
f(z)θn−1(z)θ′(z)dz
Pelo me´todo de integrac¸a˜o por partes em que
v = f(z) e v′ = f ′(z)
u = θn(z) e u′ = nθn−1(z)θ′(z)
Substituindo em Bn
Bn =
1
2nipi
∫
s
f(z) · n · θn−1(z)θ′(z)dz
=
1
2nipi
[
f(z)θn(z)−
∫
s
f ′(z)θn(z)dz
]
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Por se tratar de um contorno fechado, o primeiro termo do segundo membro da expressa˜o de
Bn e´ nulo. Consequentemente
Bn = − 12nipi
∫
s
f ′(z)θn(z)dz
Pela fo´rmula de Cauchy para domı´nios multiplamente conexos (Th A.3.4)
Bn = − 12nipi
k∑
m=1
∫
cm
f ′(z)θn(z)dz
GT continua
e os integraes que entram no segundo membro reduzem-se, como no caso anterior,
a integraes da forma
1
2nipi
∫
cm
θn(z)dz
(z − bm)β
quando a na˜o e´ ponto singular de f(z), e a integrais d’esta forma e a outros da
forma
1
2nipi
∫
c
Θn(z)dz
(z − a)β
quando a e´ um ponto singular de f(z).
Demonstrac¸a˜o.
Suponhamos que a na˜o e´ ponto singular de f(x). Representando por α qualquer um dos
pontos b1, b2, ..., bk, pelo teorema de Laurent (Th A.3.8) obtemos as fo´rmulas (3.3.1) e (3.3.2).
Substituindo-as na expressa˜o de Bn, obtemos
Bn = − 12nipi
∫
cm
(
M1 + 2M2(z − α) + ...− N1(z − α)2 −
2N2
(z − α)3 − ...
)
θn(z)dz
Aplicando as regras para a integrac¸a˜o
Bn = − 12nipi
[
M1
∫
cm
θn(z)dz + 2M2
∫
cm
(z − α)θn(z)dz + ...−N1
∫
cm
θn(z)
(z − α)2dz − ...
]
Verificamos que os integrais que entram no desenvolvimentos de Bn sa˜o do tipo
1
2nipi
∫
cm
θn(z)
(z − bm)β dz
Para os coeficientes de Bn quando a e´ ponto singular de f(x)
Bn = − 12nipi
k−1∑
m=1
∫
cm
f ′(z)θn(z)dz − 1
2nipi
∫
c
f ′(z)θn(z)dz
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As k− 1 primeiras parcelas desta expressa˜o podem ser decompostas numa soma de parcelas,
como constata´mos anteriormente, da forma
1
2nipi
∫
cm
θn(z)
(z − bm)β dz
Na u´ltima parcela da expressa˜o de Bn substitu´ımos f ′(z) por (3.3.4) e θn(z) por (z−a)nΘn(z).
Consequentemente
1
2nipi
∫
c
f ′(z)θn(z)dz =
1
2nipi
∫
c
[(
M1 + 2M2(z − a) + ...− N1(z − a)2 −
2N2
(z − a)3 − ...
)
·
·(z − a)nΘn(z)] dz
Aplicando as regras para a integrac¸a˜o
1
2nipi
∫
c
f ′(z)θn(z)dz =
1
2nipi
M1
∫
c
(z − a)nΘn(z)dz + 1
2nipi
2M2
∫
c
(z − a)n+1Θn(z)dz +
+...− 1
2nipi
N1
∫
c
(z − a)nΘn(z)
(z − a)2 dz − ...
Neste caso as parcelas sa˜o da forma
1
2nipi
∫
c
Θn(z)
(z − a)β dz
GT continua
Estes integraes sa˜o nullos quando β ≤ 0 e sa˜o iguaes a
1
1 · 2...(β − 1) · n
[
dβ−1θn(x)
dxβ−1
]
x=bm
e
1
1 · 2...(β − 1) · n
[
dβ−1Θn(x)
dxβ−1
]
x=a
quando β > 0.
Demonstrac¸a˜o.
Quando a na˜o e´ ponto singular:
Se β ≤ 0, pelo teorema de Cauchy (Th A.2.2)
1
2nipi
∫
cm
θn(z)
(z − bm)β dz = 0
Se β > 0, pela fo´rmula integral de Cauchy para a derivada de ordem n (Th A.3.4)
1
2nipi
∫
cm
θn(z)
(z − bm)β dz =
1
1 · 2...(β − 1) · n
[
dβ−1
dxβ−1
θn(x)
]
x=bm
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Quando a e´ ponto singular
Se β ≤ 0, pelo teorema de Cauchy (Th A.2.2)
1
2nipi
∫
cm
θn(z)
(z − bm)β dz = 0 e
1
2nipi
∫
c
Θn(z)
(z − a)β dz = 0
Se β > 0, pela fo´rmula integral de Cauchy para a derivada de ordem n (Th A.3.4)
1
2nipi
∫
cm
θn(z)
(z − bm)β dz =
1
1 · 2...(β − 1) · n
[
dβ−1
dxβ−1
θn(x)
]
x=bm
e
1
2nipi
∫
c
Θn(z)
(z − a)β dz =
1
1 · 2...(β − 1) · n
[
dβ−1
dxβ−1
Θn(x)
]
x=a
Reportando-nos, agora ao in´ıcio, verificamos que se a func¸a˜o f(x) na a´rea limitada pelo
contorno s admitir um nu´mero limitado de pontos singulares em que na˜o e´ holomorfa, os
integrais que entram no desenvolvimento de f(x) podem ser expressos atrave´s dos coeficientes
do desenvolvimento obtido pela fo´rmula de Laurent
f(x) = A0 +A1(x− a) + ...+An(x− a)n + ...+ B1
x− a +
B2
(x− a)2 + ...+
Bn
(x− a)n + ...
Em que
An =
1
2ipi
∫
S
f(z)
(z − a)n+1dz
Bn =
1
2ipi
∫
s
f(z)(z − a)n−1dz
Segundo Gomes Teixeira, na˜o existe uma regra geral para determinar os coeficientes do
desenvolvimento (3.3.1) quando o nu´mero de parcelas fraccionarias e´ infinito. No caso do
nu´mero de parcelas ser finito, ou seja,
f(x) =M0 +M1(z − α) +M2(z − α)2 + ...+ N1
z − α +
N2
(z − α)2 + ...+
Nη
(x− α)η
podemos calcular os coeficientes desenvolvendo em se´rie
(x− α)ηf(x)
atrave´s da se´rie de Taylor.
Para sabermos se o nu´mero de parcelas fraccionarias e´ finito precisamos de determinar η, tal
que
lim
x→α(x− α)
ηf(x)
seja finito.
GT continua, p.96
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Para fazer uma applicac¸a˜o d’estes principios, consideremos a func¸a˜o
f(x) =
1
sin(x− b) .
Pretendemos apresentar o desenvolvimento da func¸a˜o
f(x) =
1
sin(x− b)
em se´rie ordenada segundo as poteˆncias inteiras, positivas e negativas, de uma func¸a˜o θ(x).
Consideremos
f(x) = A0 +A1θ(x) +A2θ2(x) + ...+Anθn(x) + ...+
B1
θ(x)
+
B2
θ2(x)
+ ...
Seja f(x) =
1
sin(x− b) uma func¸a˜o holomorfa num anel limitado por duas curvas S e s. Seja
a um nu´mero complexo pertencente ao interior do anel e b um ponto singular.
Comecemos por determinar η pois indica-nos o nu´mero de parcelas fraccionarias que entram
no desenvolvimento de f(x)
lim
x→b
(x− b) · 1
sin(x− b)
Por ser um limite nota´vel
lim
x→b
x− b
sin(x− b) = 1 (GT)
Assim temos apenas uma parcela fraccionaria.
Para determinar os coeficientes An, consideremos
An =
1
2ipi
∫
S
f(z)θ′(z)
θn+1(z)
dz, com n > 0
Pelo me´todo de integrac¸a˜o por partes, vem que
An =
1
2nipi
∫
S
f ′(z)
θn(z)
dz
=
1
2nipi
∫
c1
f ′(z)dz
θn(z)
+
1
2nipi
∫
c
f ′(z)dz
θn(z)
, com n > 0 (GT)
Como b e´ ponto singular, em virtude do teorema de Laurent (Th A.3.8) verifica-se o desen-
volvimento
f(z) =
1
z − b +M0 +M1(z − b) + ... (GT)
Derivando f(z)
f ′(z) = − 1
(z − b)2 +M1 + 2M2(z − b) + ... (GT)
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Substituindo f ′(z) em An
An =
1
2nipi
∫
c1
− 1
(z − b)2 +M1 + 2M2(z − b) + ...
θn(z)
dz +
1
2nipi
∫
c
f ′(z)
θn(z)
dz
=
1
2nipi
[∫
c1
−1
(z − b)2θn(z)dz +M1
∫
c1
1
θn(z)
dz + 2M2
∫
c1
(z − b)
θn(z)
dz + ...
]
+
+
1
2nipi
∫
c
f ′(z)
θn(z)
dz
As parcelas que entram no desenvolvimento de An, excepto a u´ltima parcela, sa˜o do tipo
1
2nipi
∫
c1
dz
θn(z)(z − b)β
Se β ≤ 0
1
2nipi
∫
c1
dz
(z − b)βθn(z) = 0
Porque
(z − b)β
θn(z)
sa˜o func¸o˜es holomorfas e considerando o teorema de Cauchy (Th A.2.2).
Se β > 0
An = − 12nipi
∫
c1
dz
(z − b)2θn(z) +
1
2nipi
∫
c
f ′(z)dz
θn(z)
(GT)
Considerando θn(z) = (z − a)nΘn(z) para o segundo integral
An = − 12nipi
∫
c1
1
θn(z)
(z − b)2dz +
1
2nipi
∫
c
f ′(z)
(z − a)nΘn(z)dz
Para determinarmos o primeiro integral que entra no desenvolvimento de An, consideremos
a fo´rmula integral de Cauchy para a primeira derivada (Th A.3.3)
An = − 1
n
d
dx
(
1
θn(x)
)
x=b
+
1
2nipi
∫
c
f ′(z)
Θn(z)
(z − a)ndz
Pela fo´rmula integral de Cauchy para a derivada de ordem n (Th A.3.4), no nosso caso para
a derivada de ordem n− 1, obtemos para o segundo integral de An
An = − 1
n
d
dx
(
1
θn(x)
)
x=b
+
1
(n− 1)! · n
dn−1
dxn−1
(
f ′(x)
Θn(x)
)
x=a
(GT)
Como
f(x) =
1
sin(x− b)
A derivada de f(x) e´
f ′(x) = − cos(x− b)
sin2(x− b)
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Determinando a primeira parcela de An e substituindo f ′(x) em An
An =
θ′(b)
θn+1(b)
− 1
n!
[
dn−1
dxn−1
(
cos(x− b)
sin2(x− b)Θn(x)
)]
x=a
, com n > 0 (GT)
Em seguida determinemos A0.
Seja
A0 =
1
2ipi
∫
c1
f(z)θ′(z)dz
θ(z)
+
1
2ipi
∫
c
f(z)θ′(z)dz
θ(z)
(GT)
Substituindo f(z) em A0
A0 =
1
2ipi
[∫
c1
θ′(z)dz
(z − b)θ(z) +M0
∫
c1
θ′(z)dz
θ(z)
+M1
∫
c1
(z − b)θ′(z)dz
θ(z)
+ ...
]
+
+
1
2ipi
∫
c
f(z)θ′(z)dz
θ(z)
(GT)
Os integrais que fazem parte do desenvolvimento de A0, excepto o u´ltimo, sa˜o do tipo
1
2ipi
∫
c1
θ′(z)
(z − b)βθ(z)dz
Se β ≤ 0
1
2ipi
∫
c1
θ′(z)
(z − b)βθ(z)dz = 0
Porque
θ′(z)
(z − b)βθ(z) e´ uma func¸a˜o holomorfa e considerando o teorema de Cauchy (Th A.2.2).
Se β > 0
A0 =
1
2ipi
∫
c1
θ′(z)
θ(z)
z − b dz +
1
2ipi
∫
c
f(z)θ′(z)
θ(z)
dz
Em seguida vamos calcular os integrais que entram no desenvolvimento de A0.
Pela fo´rmula integral de Cauchy (Th A.3.2)
1
2ipi
∫
c1
θ′(z)
θ(z)
z − b dz =
[
θ′(x)
θ(x)
]
x=b
Para determinarmos o segundo integral presente no desenvolvimento de A0, vamos considerar
θ(z) = (z − a)Θ(z)
Ao determinarmos a derivada de θ(z), vem que
θ′(z) = Θ(z) + (z − a)Θ′(z)
Enta˜o
θ′(z)
θ(z)
=
1
z − a +
Θ′(z)
Θ(z)
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Substituindo
1
2ipi
∫
c
f(z)θ′(z)
θ(z)
dz =
1
2ipi
∫
c
f(z)
z − adz +
1
2ipi
∫
c
f(z)Θ′(z)
Θ(z)
dz
Pela fo´rmula integral de Cauchy (Th A.3.2) e sabendo que
f(z)Θ′(z)
Θ(z)
e´ uma func¸a˜o holomorfa
e pelo teorema de Cauchy (Th A.2.2) resulta
1
2ipi
∫
c
f(z)θ′(z)
θ(z)
dz = f(a)
Consequentemente
A0 =
θ′(b)
θ(b)
+
1
sin(a− b) (GT)
Para determinarmos os coeficientes Bn vamos considerar que
Bn =
1
2ipi
∫
s
f(z)θn−1(z)θ′(z)dz
Pelo me´todo de integrac¸a˜o por partes
Bn = − 12nipi
∫
s
f ′(z)θn(z)dz
= − 1
2nipi
∫
c1
f ′(z)θn(z)dz (GT)
Substituindo f ′(z) em Bn
Bn = − 12nipi
∫
c1
(
− 1
(z − b)2 +M1 + 2M2(z − b) + ...
)
θn(z)dz
= − 1
2nipi
[∫
c1
− θ
n(z)
(z − b)2dz +M1
∫
c1
θn(z)dz + 2M2
∫
c1
(z − b)θn(z)dz + ...
]
Os integrais que entram no desenvolvimento de Bn sa˜o do tipo
1
2nipi
∫
c1
θn(z)
(z − b)β dz
Se β ≤ 0
1
2nipi
∫
c1
θn(z)
(z − b)β dz = 0
Porque
θn(z)
(z − b)β e´ uma func¸a˜o holomorfa e pelo teorema de Cauchy (Th A.2.2).
Se β > 0
Bn =
1
2nipi
∫
c1
θn(z)dz
(z − b)2 (GT)
69
Pela fo´rmula integral de Cauchy para a primeira derivada (Th A.3.3), resulta
Bn =
1
n
[
d(θn(x))
dx
]
x=b
= θn−1(b)θ′(b)
Deste modo obtemos, tal como Gomes Teixeira, os coeficientes que constituem o desenvolvi-
mento da func¸a˜o f(x) em se´rie ordenada segundo as poteˆncias inteiras, positivas e negativas,
de uma func¸a˜o θ(x) e´:
1
sin(x− b) =
∞∑
n=1
θn−1(b)θ′(b)
θn(x)
+
θ′(b)
θ(b)
+
1
sin(a− b) +
+
∞∑
n=1
[
θ′(b)
θn+1(b)
− 1
1 · 2...n
[
dn−1
dxn−1
(
cos(x− b)
sin2(x− b)Θn(x)
)]
x=a
]
θn(x) (GT)
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Cap´ıtulo 4
Gomes Teixeira e a projecc¸a˜o da
investigac¸a˜o portuguesa na a´rea da
Matema´tica
Francisco Gomes Teixeira, matema´tico, nasceu a 28 de Janeiro de 1851 na aldeia de S.
Cosmado, freguesia de Armamar, no distrito de Viseu e faleceu em 1933.
Apo´s ter completado os estudos elementares na sua terra foi para o Cole´gio do Padre
Roseira, em Lamego. Matriculou-se na Faculdade de Matema´tica da Universidade de Coimbra
em Outubro de 1869. Concluiu o curso em 1874, com a classificac¸a˜o ma´xima de 20 valo-
res. Em 1875 fez exame de licenciado com apresentac¸a˜o de dissertac¸a˜o e logo de seguida o
doutoramento que obteve com a classificac¸a˜o ma´xima. Em finais do se´culo XIX, princ´ıpios do
se´culo XX, Gomes Teixeira contribuiu para divulgar no estrangeiro a obra dos matema´ticos
portugueses como nunca antes tinha acontecido em Portugal. Este aspecto reveste-se de uma
grande importaˆncia, raza˜o pela qual iremos dar especial eˆnfase ao longo deste cap´ıtulo.
As dificuldades de comunicac¸a˜o entre a comunidade cient´ıfica portuguesa e a comunidade
cient´ıfica estrangeira, segundoOliveira (1989) foram sentidas por Jose´ Anasta´cio da Cunha1
e por Jose´ Monteiro da Rocha2, dois matema´ticos muito importantes da reforma pombalina,
1Jose´ Anasta´cio da Cunha (1744-1787) matema´tico e poeta portugueˆs. A sua obra mais relevante intitula-se
Principios Matemathicos.
2Jose´ Monteiro da Rocha (1734-1819) matema´tico e astro´nomo portugueˆs. Monteiro da Rocha ganhou
alguma notoriedade como astro´nomo com a sua Memo´ria sobre a determinac¸a˜o das o´rbitas dos cometas.
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devido sobretudo a problemas lingu´ısticos. Pela mesma raza˜o, Daniel Augusto da Silva3 foi
v´ıtima do isolamento da matema´tica portuguesa, facto evidente numa das cartas que escreveu
a Francisco Gomes Teixeira, relativamente a` obtenc¸a˜o por Darboux, em 1877, de resultados
em sequeˆncia de Mo¨bius:
A minha Memo´ria [de 1850], que tem muit´ıssimas coisas, ale´m do que lembrou a
Mobius, inclusive´ a correcc¸a˜o de um erro dele, em cuja rectificac¸a˜o muito se gloria
Darboux, jaz ignorada, ha´ quase vinte e cinco anos, nas bibliotecas de quase todas
as academias do mundo. O que aproveita escrever em portugueˆs! (Teixeira, 1925,
161)
Gomes Teixeira (1925) afirmou:
Nada ha´ de mais prejudicial para a scieˆncia de um povo do que o seu isolamento
no meio da scieˆncia dos outros. Este isolamento foi qua´si completo em Portugal
na maior parte do se´culo XIX, e o motivo principal estava no desconhecimento da
nossa l´ıngua nos meios scientificos estrangeiros. As nossas revistas eram pouco
lidas la´ fora e os nossos sa´bios na˜o recorriam a`s revistas mais vulgarizadas dos
grandes pa´ıses para apresentar os resultados das suas investigac¸o˜es (p. 160).
4.1 Bibliografia de Francisco Gomes Teixeira
Gomes Teixeira escreveu o seu primeiro trabalho em 1871 e foi publicado na imprensa da
Universidade de Coimbra, Universidade que ainda frequentava. O trabalho intitula-se “De-
senvolvimento das func¸o˜es em fracc¸a˜o cont´ınua”, onde apresenta fo´rmulas para desenvolver
as func¸o˜es em fracc¸o˜es cont´ınuas, que depois transforma em fracc¸o˜es ordina´rias e aplica as
fracc¸o˜es cont´ınuas ao ca´lculo integral e a` determinac¸a˜o das ra´ızes de equac¸o˜es. Obtendo desta
forma resultados mais convergentes do que pelos me´todos de Newton4 e Lagrange5. Este tra-
balho chamou a atenc¸a˜o sobre as suas capacidades, na˜o so´ na Universidade de Coimbra, como
tambe´m fora dela. Daniel da Silva a partir desta publicac¸a˜o apoiou e incentivou os trabalhos
de Gomes Teixeira.
3Daniel Augusto da Silva (1814-1878) matema´tico e oficial da marinha portuguesa. A primeira Memo´ria
que elaborou intitula-se Da transformac¸a˜o e reduc¸a˜o dos bina´rios de forc¸as.
4Isaac Newton (1643-1727) cientista ingleˆs, mais reconhecido como f´ısico e matema´tico. E´ autor da obra
Philosophiae Naturalis Principia Mathematica.
5Joseph Louis Lagrange (1736-1813) matema´tico italiano. Dedicou-se a` Ana´lise e aos 19 anos elaborou a
obra Me´chanique Analytique so´ publicada em 1788 em Paris.
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O isolamento que se vivia em Portugal, relativo a` divulgac¸a˜o no estrangeiro dos traba-
lhos desenvolvidos por matema´ticos portugueses, levou Gomes Teixeira a publicar os seus
trabalhos de investigac¸a˜o em revistas de prest´ıgio internacional.
No apeˆndice de Struik (1997) encontramos refereˆncia a Gomes Teixeira como sendo o
autor de mais de 140 trabalhos de investigac¸a˜o em ana´lise matema´tica, publicados em desta-
cadas revistas, como a t´ıtulo de exemplo, o Jornal de Crelle, o Jornal de Lioville, a Acta
Mathematica, o Jornal de Cieˆncias Matema´ticas e Astrono´micas, os Anais Cient´ıficos da
Academia Polite´cnica do Porto. Correspondeu-se com nota´veis matema´ticos do seu tempo, a
citar Hermite, Appell, La Valle´e Poussin, Mittag Leffler, Levi-Civita, Forsyth, Peano, Wery,
Pierpont e outros.
Ao analisarmos a bibliografia de Gomes Teixeira verificamos que em 1878 publicou o seu
primeiro trabalho na revista estrangeira Me´moires de la Socie´te´ des Sciences physiques et
naturelles de Bordeaux (2a se´rie, t.II), intitulado “Sur le nombre des fonctions arbitraires des
inte´grales des e´quations aux de´rive´es partielles”.
O gra´fico e a tabela que a seguir apresentamos traduzem o nu´mero de publicac¸o˜es de
Gomes Teixeira e foram constru´ıdos com base na bibliografia apresentada na tese de Doutora-
mento de Alves (2004) e em Guimara˜es (1900).
Figura 4.1: Nu´mero de publicac¸o˜es em Portugal e no estrangeiro
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Anos Portugal Estrangeiro
1870-1879 13 1
1880-1889 19 32
1890-1899 7 21
1900-1909 17 42
1910-1919 19 39
1920-1929 9 6
1930-1939 4 0
1970-1979 0 1
1990-1999 0 1
Total 88 143
Tabela 4.1: Nu´mero de publicac¸o˜es em Portugal e no estrangeiro nos respectivos per´ıodos.
Analisando o gra´fico e a tabela verificamos que de 1880 a 1919, durante quarenta anos,
as publicac¸o˜es de Gomes Teixeira sa˜o maioritariamente no estrangeiro. Entre 1870 e 1879 o
nu´mero de publicac¸o˜es em Portugal e´ de treze e de uma no estrangeiro, logo a maioria em
Portugal. Esta situac¸a˜o e´ novamente vis´ıvel no per´ıodo correspondente de 1920 a 1929 e de
1930 a 1939. Estes per´ıodos coincidem com o in´ıcio da sua carreira e com a sua morte, em
1933. Em todos os outros per´ıodos considerados no gra´fico de 1880 a 1889, de 1890 a 1899,
de 1900 a 1909, de 1910 a 1919 o nu´mero de publicac¸o˜es no estrangeiro e´ superior ao nu´mero
de publicac¸o˜es em Portugal, o que se verifica tambe´m apo´s a sua morte, de 1970 a 1979 e
de 1990 a 1999. O seu contributo foi de tal modo importante para o desenvolvimento do
conhecimento matema´tico que ha´ registo de publicac¸o˜es no estrangeiro apo´s a sua morte.
Para um melhor e mais pormenorizado conhecimento das obras publicadas expomos os
seguintes gra´ficos por ano de publicac¸a˜o.
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Figura 4.2: Publicac¸o˜es de Gomes Teixeira de 1870 a 1879
Figura 4.3: Publicac¸o˜es de Gomes Teixeira de 1880 a 1889
Figura 4.4: Publicac¸o˜es de Gomes Teixeira de 1890 a 1899
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Figura 4.5: Publicac¸o˜es de Gomes Teixeira de 1900 a 1909
Figura 4.6: Publicac¸o˜es de Gomes Teixeira de 1910 a 1919
Figura 4.7: Publicac¸o˜es de Gomes Teixeira de 1920 a 1931
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Analisando os gra´ficos podemos inferir que a primeira publicac¸a˜o de Gomes Teixeira
no estrangeiro foi em 1878, tal como referimos anteriormente. Com vinte anos de idade
publica o seu primeiro trabalho e apenas sete anos depois faz a sua primeira publicac¸a˜o
no estrangeiro apesar dos entraves lingu´ısticos e outros da e´poca. Salientamos os anos 1871,
1872, 1875, 1876, 1877, 1979, 1907, 1908, 1921, 1922, 1926, 1928, 1930 e 1931 com publicac¸o˜es
apenas em Portugal. Evidenciamos, agora, os anos 1882, 1883, 1888, 1897, 1898, 1899, 1901,
1903, 1911, 1919 e 1924 em que existem trabalhos publicados exclusivamente no estrangeiro.
Apo´s a sua morte, a publicac¸a˜o de 1934 em Portugal e as publicac¸o˜es de 1971 e 1995 no
estrangeiro constituem o seu incontesta´vel reconhecimento. Fica assim garantida a divulgac¸a˜o
internacional dos seus trabalhos na a´rea da Matema´tica, tal como se encontra patente no
gra´fico que seguidamente damos a conhecer.
Figura 4.8: Artigos/manuais publicados por Gomes Teixeira
Da sua leitura conclu´ımos que cento e quarenta e treˆs, correspondente a sessenta e dois
por cento dos seus artigos/manuais foram publicados no estrangeiro e apenas oitenta e oito,
correspondente a trinta e oito por cento em Portugal.
A tabela seguinte mostra as cidades onde foram publicados artigos/manuais de Gomes
Teixeira.
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Cidade N.o de artigos/manuais Cidade N.o de artigos/manuais
Amsterdam 1 Madrid 12
Baltimore 1 Milano 2
Berlim 9 Napoli 3
Bilbau 1 New York 1
Bologna 1 Palermo 1
Bourdeaux 2 Paris 61
Bruxelles 4 Porto 12
Coimbra 64 Praga 6
Edinburg 2 Roma 4
Gand 4 Salamanca 1
Gene`ve 3 Sevilha 2
Kasan 1 Stockholm 2
Leipzig 5 Varso´via 1
Lie`ge 1 Viena 1
Lisboa 10 Vitoria 1
Livorno 1 Wien 1
Londres 1 Zaragoza 7
Tabela 4.2: Cidades onde foram realizadas as publicac¸o˜es
Pela ana´lise da tabela constatamos que ao longo da sua carreira cient´ıfica os artigos
e/ou manuais produzidos foram, maioritariamente escritos em portugueˆs, franceˆs, italiano,
castelhano, alema˜o e ingleˆs.
A partir da bibliografia consultada elencamos o nome da revista e o nu´mero de publicac¸o˜es
correspondentes mais significativos:
• Jornal de Sciencias Mathematicas e Astronomicas - 24
• L’interme´diaire des mathe´maticiens -24
• Annaes Scientificos da Academia Polytechnica do Porto - 19
• Nouvelles Annales de Mathe´matiques - 16
• Bulletin des Sciences mathe´matiques - 8
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• Archiv dre Mathematik und Physik - 7
• Journal fur die reine und angewandte Mathematik, gegrundet von Crelle - 7
• Revista de la Sociedad Matematica Espan˜ola - 6
A bibliografia de Gomes Teixeira constitui a prova cabal de como ele dinamizou a activi-
dade matema´tica portuguesa e os meios encontrados para proporcionar contactos entre os
matema´ticos portugueses e estrangeiros.
4.2 Jornal de Sciencias Mathematicas e Astronomicas
Gomes Teixeira compreendeu que era necessa´rio publicar em revistas estrangeiras os tra-
balhos produzidos por matema´ticos portugueses e divulgar, em Portugal, os trabalhos de
matema´ticos estrangeiros, para desta forma minimizar o isolamento que se fazia sentir.
Em 1877, Gomes Teixeira, fundou a primeira revista portuguesa dedicada a` Matema´tica,
intitulada Jornal de Sciencias Mathematicas e Astronomicas, JSMA. Foram publicados 15
volumes, o u´ltimo datado de 1905.
Nesta revista publicaram-se trabalhos de matema´ticos portugueses e estrangeiros. Os
matema´ticos portugueses tiveram a oportunidade de publicar os seus trabalhos e em si-
multaˆneo conhecer o trabalho realizado por matema´ticos estrangeiros.
Em seguida apresentamos a introduc¸a˜o do volume I do Jornal de Sciencias Mathematicas
e Astronomicas elaborada por Gomes Teixeira.
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Figura 4.9: Introduc¸a˜o do volume I do Jornal de Sciencias Mathematicas e Astronomicas
No quadro seguinte podemos observar a diversidade de autores portugueses e alguns
estrangeiros que publicaram as suas investigac¸o˜es nesta revista. No primeiro volume da
JSMA colaboraram os matema´ticos estrangeiros Charles Hermite e G. Bellavitis.
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Figura 4.10: Autores de artigos de Matema´tica publicados na revista JSMA
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4.3 Annaes Scientificos da Academia Polytechnica do Porto
Em 1905, ano coincidente com o terminus da revista Jornal de Sciencias Matematicas
e Astronomicas, Gomes Teixeira criou a revista intitulada Annaes Scientificos da Academia
Polytechnica do Porto. Esta revista foi criada com o intuito de publicar artigos na a´rea
das cieˆncias, publicac¸o˜es de cara´cter mais abrangente, tal como revela a seguinte figura que
apresenta a introduc¸a˜o do volume I dos Annaes Scientificos da Academia Polytechnica do
Porto, no entanto publicavam-se essencialmente artigos de matema´tica.
Figura 4.11: Introduc¸a˜o do volume I dos Annaes Scientificos da Academia Polytechnica do
Porto
No quadro seguinte podemos observar a diversidade de autores estrangeiros e portugueses
que publicavam as suas investigac¸o˜es nesta revista. Atendendo ao nu´mero de autores es-
trangeiros que publicaram na revista Jornal de Sciencias Mathematicas e Astronomicas e na
revista Annaes Scientificos da Academia Polytechnica do Porto verificamos que nesta u´ltima
houve uma maior participac¸a˜o de autores estrangeiros.
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Figura 4.12: Autores de artigos de Matema´tica publicados na revista ASAPP
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4.4 Jahrbuch u¨ber die Fortschritte der Mathematik e Zentral-
blatt MATH
A indexac¸a˜o no Anua´rio sobre o Progresso da Matema´tica, Jahrbuch u¨ber die Fortschritte
der Mathematik (JFM) e no Zentralblatt MATH de trabalhos de matema´ticos portugueses,
constitui a garantia da sua divulgac¸a˜o internacional, ilustrada nos gra´ficos que se seguem.
Figura 4.13: Nu´mero de obras indexadas
Figura 4.14: Nu´mero de obras indexados
Da ana´lise gra´fica e´ francamente vis´ıvel que Gomes Teixeira tem um nu´mero significa-
tivo de trabalhos indexados, quando comparado com matema´ticos mais recentes figura 4.13,
Vicente Gonc¸alves, Aniceto Monteiro, Jesus Carac¸a, Mira Fernandes, Ruy Lu´ıs Gomes e Se-
bastia˜o e Silva. Ou quando comparado com matema´ticos da sua e´poca figura 4.14, Pedro
Jose´ da Cunha, Bruno de Cabedo, Costa e Almeida e Costa Lobo.
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4.5 Classificac¸a˜o de artigos
Os temas matema´ticos trabalhados por Gomes Teixeira eram e continuam a ser temas de
estudo de outros matema´ticos. Em seguida apresentamos quatro exemplos, referenciando o
nome do artigo, sua classificac¸a˜o, o nu´mero de investigadores que escreveram sobre o tema
presente no artigo e o nome de alguns desses investigadores.
• O artigo Sur les se´ries ordonne´s suivant les puissances d’une fonction donne´e escrito
por Gomes Teixeira foi classificado por 30B99 None of the above, but in this section.. No
Zentralblatt MATH temos indicac¸a˜o que 94 investigadores escreveram sobre o mesmo
tema, entre os quais destacamos G. Mittag-Leffler, E´. Borel, P. Appel e J. M. Rodrigues.
• O artigo Traite des courbes speciales remarquables. Planes et gauches. Tomo I, II, III
escrito por Gomes Teixeira foi classificado por 53A05 Surfaces in Euclidean space. No
Zentralblatt MATH temos indicac¸a˜o que 3446 investigadores escreveram sobre o mesmo
tema.
• O artigo Introdution to the theory of functions escrito por Gomes Teixeira foi classificado
por 30-01 Instructional exposition. No Zentralblatt MATH temos indicac¸a˜o que 382
investigadores escreveram sobre o mesmo tema.
• O artigo On a theorem in number theory escrito por Gomes Teixeira foi classificado por
11A07 Congruences; primitive roots; residue systems. No Zentralblatt MATH temos
indicac¸a˜o que 793 investigadores escreveram sobre o mesmo tema.
Esta e´ mais uma demonstrac¸a˜o do importante contributo de Gomes Teixeira na investigac¸a˜o
matema´tica.
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Apeˆndice
Neste cap´ıtulo pretendemos apresentar definic¸o˜es e teoremas com base em Carreira e
Na´poles(1997) que serviram de suporte teo´rico para a compreensa˜o do cap´ıtulo VI da obra
[14] em estudo.
A.1 Func¸o˜es holomorfas
Definic¸a˜o de func¸a˜o holomorfa A.1.1.
Seja f : Ω ⊆ C → C e Ω aberto.
(i) A func¸a˜o f diz-se deriva´vel em z0 ∈ Ω se existe, e e´ finito, lim
z→z0
f(z)− f(zo)
z − z0 . Este limite
e´ a derivada de f no ponto z0 que e´ representada por f ′(z0).
(ii) A func¸a˜o f diz-se holomorfa em Ω se e´ deriva´vel em todos os pontos de Ω. Designa-se
por H(Ω) o conjunto das func¸o˜es holomorfas em Ω. Uma func¸a˜o diz-se inteira se e´ holomorfa
em C.
(iii) Seja A um subconjunto qualquer de C. A func¸a˜o f diz-se holomorfa em A se e´ holomorfa
em algum subconjunto aberto de C que contenha A.
Teorema A.1.2.
Sejam Ω um subconjunto aberto de C, f : Ω→ C(f = u+ iv) e z0 ∈ Ω.
A func¸a˜o f e´ diferencia´vel em z0 se e so´ se f e´ diferencia´vel em (x0, y0) no sentido de IR2, e
u e v satisfazem em (x0, y0) as chamadas condic¸o˜es de Cauchy-Riemann:
∂u
∂x
(x0, y0) =
∂v
∂y
(x0, y0) e
∂u
∂y
(x0, y0) = −∂v
∂x
(x0, y0)
Tem-se enta˜o
f ′(z0) = f ′(x0 + iy0) =
∂u
∂x
(x0, y0) + i
∂v
∂x
(x0, y0) =
∂v
∂y
(x0, y0)− i∂u
∂y
(x0, y0)
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A.2 Integrac¸a˜o de func¸o˜es complexas
Teorema da curva de Jordan A.2.1.
Seja γ uma curva simples fechada do plano. A curva γ define uma partic¸a˜o do plano em treˆs
subconjuntos disjuntos dois a dois:
(i) A curva γ (conjunto fechado e limitado).
(ii) O interior de γ (intγ) (conjunto aberto e limitado cuja fronteira e´ γ).
(iii) O exterior de γ (extγ) (conjunto aberto e ilimitado cuja fronteira e´ γ).
Geometricamente,
Figura A.15: Curva de Jordan.
Teorema de Cauchy A.2.2.
Se f e´ uma func¸a˜o holomorfa num domı´nio simplesmente conexo Ω e γ e´ uma curva fechada
seccionalmente regular contida em Ω, enta˜o∫
γ
f(z)dz = 0
Teorema da deformac¸a˜o A.2.3.
Seja f uma func¸a˜o holomorfa num domı´nio Ω (na˜o necessariamente simplesmente conexo).
Para qualquer par de curvas fechadas γ e β, seccionalmente regulares, e homoto´picas em Ω,
tem-se ∫
γ
f(z)dz =
∫
β
f(z)dz.
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Figura A.16: Teorema da deformac¸a˜o
Definic¸a˜o de Bordo orientado A.2.4.
Sejam γ, γ1, ..., γn curvas simples fechadas, seccionalmente regulares, tais que γ1, ..., γn esta˜o
no interior de γ. Chama-se bordo orientado a` reunia˜o finita Γ das curvas γ, γ1, ..., γn, as
quais sa˜o descritas de forma a deixar a` esquerda os pontos do domı´nio por elas limitado.
Figura A.17: Bordo orientado.
Teorema de Cauchy para domı´nios multiplamente conexos A.2.5.
Seja Γ um bordo orientado e f holomorfa sobre Γ e no domı´nio (multiplamente conexo)
limitado por Γ.
Tem-se ∫
Γ
f(z)dz = 0.
Observac¸a˜o:
Considerando as curvas γ1, ..., γn orientadas no sentido directo, pelo teorema de Cauchy para
domı´nios multiplamente conexos conclui-se que∫
γ
f(z)dz =
n∑
k=1
∫
γk
f(z)dz
.
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A.3 Consequeˆncias do teorema de Cauchy
Definic¸a˜o A.3.1.
As fo´rmulas integrais de Cauchy teˆm extrema importaˆncia no estudo das func¸o˜es complexas
de varia´vel complexa, uma vez que estabelecem que o conhecimento dos valores de uma func¸a˜o
sobre uma curva fechada determina os valores dessa func¸a˜o e das suas derivadas nos pontos
interiores a` curva.
Teorema A.3.2.
Sejam Ω um domı´nio simplesmente conexo, f uma func¸a˜o holomorfa em Ω e γ uma curva
de Jordan regular contida em Ω. Enta˜o, para todo o ponto z0 ∈ intγ, tem-se
f(z0) =
1
2pii
∫
γ
f(z)
z − z0dz, (fo´rmula integral de Cauchy).
Teorema A.3.3.
Sejam Ω um domı´nio simplesmente conexo, f uma func¸a˜o holomorfa em Ω e γ uma curva
de Jordan contida em Ω. Enta˜o, para todo o ponto z0 interior a γ, tem-se
f ′(z0) =
1
2pii
∫
γ
f(z)
(z − z0)2dz, (fo´rmula integral de Cauchy para a primeira derivada).
Teorema A.3.4.
Sejam Ω um domı´nio simplesmente conexo, f uma func¸a˜o holomorfa em Ω e γ uma curva
de Jordan contida em Ω. Enta˜o, para todo o ponto z0 interior a γ, tem-se, para qualquer
n ∈ IN0:
f (n)(z0) =
n!
2pii
∫
γ
f(z)
(z − z0)n+1dz, (fo´rmula integral de Cauchy para a derivada de ordem n).
Definic¸a˜o de func¸a˜o anal´ıtica A.3.5.
A func¸a˜o S(z) diz-se anal´ıtica em z0 se existe r > 0 tal que S(z) e´ representada por uma
se´rie de poteˆncias, S(z) =
+∞∑
n=0
an(z − z0)n, no disco D(z0, r), e diz-se anal´ıtica num aberto
Ω se for anal´ıtica em z0, ∀z0 ∈ Ω.
Definic¸a˜o de singularidade A.3.6.
Diz-se que f tem no ponto z0 ∈ C uma singularidade, ou que z0 e´ um ponto singular de f ,
quando f na˜o e´ anal´ıtica em z0, (podendo existir em qualquer vizinhanc¸a de z0 pontos onde
a func¸a˜o seja anal´ıtica).
Diz-se que f tem singularidade isolada no ponto z0, ou que z0 e´ um ponto singular isolado
de f , quando f e´ anal´ıtica numa vizinhanc¸a de z0 excluindo esse ponto, isto e´, quando existe
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um nu´mero  > 0 tal que f e´ anal´ıtica em D∗(z0, ) = {z ∈ C : 0 < |z − z0| < } (vizinhanc¸a
reduzida de z0).
Notac¸a˜o
D∗(z0, ) designa disco aberto centrado em z0 e raio .
Singularidade remov´ıvel, po´lo e singularidade essencial A.3.7.
Seja z0 um ponto singular isolado de uma func¸a˜o f(z). Enta˜o:
(i) Se lim
z→z0
f(z) = l, l ∈ C, z0 diz-se uma singularidade remov´ıvel de f .
(ii) Se lim
z→z0
f(z) =∞, z0 diz-se um po´lo de f .
(iii) Se na˜o existe lim
z→z0
f(z), isto e´, se z0 na˜o e´ uma singularidade remov´ıvel ou po´lo para f ,
z0 diz-se uma singularidade essencial de f .
Teorema de Laurent A.3.8.
Seja f(z) uma func¸a˜o anal´ıtica na coroa circular C(z0, r, R) = {z ∈ C : 0 < r < |z−z0| < R}.
Enta˜o, f(z) =
+∞∑
n=−∞
cn(z − z0)n,z ∈ C(z0, r, R), sendo a convergeˆncia da se´rie absoluta em
C(z0, r, R) e uniforme em cada coroa fechada {z ∈ C : r < ρ1 ≤ |z − z0| ≤ ρ2 < R}. Os
coeficientes da se´rie sa˜o dados pelas fo´rmulas:
cn =
1
2pii
∫
|z−z0|=ρ
f(z)
(z − z0)n+1dz, onde r < ρ < R.
Lema A.3.9.
Seja f uma func¸a˜o anal´ıtica sobre e no interior de uma curva de Jordan γ. Suponha-se que
f na˜o se anula em γ e que z0 e´ o u´nico zero, de f , no interior de γ e que tem multiplicidade
k. Enta˜o ∫
γ
f ′(z)
f(z)
dz = 2piik.
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